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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Teza de fatd tine de teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale, algebrele Lie, teoria
invariantilor si teoria stabilitatii miscarii descrise de sistemele diferentiale.

Actualitatea temei. Teoria ecuatiilor diferentiale este un domeniu fundamental al
matematicii. Necesitatea dezvoltarii acestei teorii se explica prin faptul cd majoritatea
fenomenelor si proceselor din lumea inconjuratoare se modeleaza cu ajutorul ecuatiilor
diferentiale.

In lucrarile clasice ale lui Sophus Lie (1842-1899) au fost puse bazele teoriei grupurilor
si algebrelor Lie, fara de care astazi este de neimaginat matematica moderna, ba chiar gi
fizica. Rezultatele acestei teorii au fost expuse in lucrarile clasice ale lui S. Lie, G. Birkhoff,
N.G. Cebotarev, L.P. Eeisenhart, 1..S. Pontreaghin, N. Jacobson, L.V. Ovsyannikov,
N.H. Tbragimov, P.J. Olver, W.I. Fushchich, N. Bourbaki s.a. Problema principala, care
a aparut in legatura cu aceasta teorie, era constructia grupurilor si algebrelor Lie, ce sunt
admise de ecuatiile diferentiale examinate si integrabilitatea lor. Insd, Sophus Lie, chiar
de la inceput a aratat ca aceasta teorie este putin efectiva pentru ecuatiile diferentiale de
ordinul intai. Aceasta a facut sa fie fondata teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale de
Henri Poincaré (1854-1912) si Alexandr Lyapunov (1857-1918), ce ne permite si studiem
comportamentul solutiilor ecuatiilor mentionate fara a le determina in mod explicit.

Bazele metodei teoriei invariantilor algebrici pentru sistemele de ecuatii diferentiale
polinomiale au fost puse de citre C.S. Sibirschi (1928-1990) incepéand cu anii 60 ai secolului
XX. In cercetarile scolii academicianului C.S. Sibirschi se utilizau grupurile de transformari
centroafine, de rotatie, ortogonale gi afine. Cu ajutorul invariantilor se obtineau rezultate
importante in teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale mentionate mai sus.

Metoda academicianului C.S. Sibirschi este dezvoltata si in prezent in lucrarile spe-
cialigtilor din Republica Moldova: N. Vulpe, M. Popa, A. Suba, V. Baltag, Tu. Calin,
D. Cozma g.a. precum si a specialigtilor din alte tari: H. Zoladek (Polonia), M. Han
(China), J. Llibre, J. Artés (Spania), D. Boularas (Franta), L.A. Cherkas (Belarus),
A.P. Sadovskii (Belarus), V. Romanovski (Slovenia), D.S. Shafer (SUA) s.a.

Metoda invariantilor algebrici a permis rezolvarea mai multor probleme din teoria
calitativa a ecuatiilor diferentiale, pentru unele clase de sisteme diferentiale polinomiale,
cum ar fi: problema deosebirii centrului si a focarului, problema clasificarii singularitatilor,
problema integrabilititii cu solutii algebrice, problema clasificirii topologice etc.

O noua viziune asupra studiului sistemelor diferentiale de ordinul intai, a fost initiata
in anii 2000 de prof. M. Popa impreund cu elevii sai (P. Macari, A. Braicov, S. Port,

E. Starug (Naidenova), E. Bacova, N. Ghergtega, O. Diaconescu, V. Orlov, V. Pricop).



A fost propusa cercetarea acestor sisteme diferentiale prin atragerea la ele a teoriei al-
gebrelor Lie, a operatorilor de reprezentare a grupurilor liniare in spatiul variabilelor de
faza si al coeficientilor sistemelor date, precum si a algebrelor Sibirschi a invariantilor si
comitantilor sistemelor mentionate.

In lucrarile [1] si [2] au fost cercetate sistemele diferentiale ternare cu neliniarititi
patratice si cubice. Problemele examinate tineau indeosebi de clasificarea dimensiunii
orbitelor dupa modulul grupului centroafin, constructia integralelor invariante s.a.

Vom mentiona ca pan in prezent nu au fost intalnite lucrari pentru sistemele diferentia-
le ternare, ce ar trata problemele de stabilitate ale miscarii neperturbate cu ajutorul
algebrelor Lie si a invariantilor algebrici. Probleme ce t{in de integrabilitatea sistemelor
diferentiale ternare polinomiale, de clasificarea punctelor singulare izolate, de determinarea
anumitor suprafete algebrice, etc., au fost studiate pe parcursul ultimilor ani, in mai
multe centre stiingifice: Slovenia (V. Romanovski), China (M. Han), Spania (J. Llibre,
A. Mahdi, C.G. Pessoa), SUA (D.S. Shafer), Rusia (V.F. Edneral) si altele.

Este cunoscut ca pana in prezent teoria calitativa a sistemelor diferentiale ternare este
slab dezvoltata, ceea ce face ca cercetarile sistemelor diferentiale multidimensionale sa
fie destul de actuale. Acest lucru este motivat si de faptul ca sistemele mentionate se
intdlneasc destul de des in problemele practice din teoria oscilatiilor neliniare, mecanica
corpurilor solide, fizica atmosferei, siguranta energetica, medicina si alte domenii.

Scopul gi obiectivele lucrarii. Scopul principal al lucrarii consta in determinarea
conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise de sistemele
diferentiale bidimensionale si ternare cu neliniaritdti polinomiale.

Realizarea acestui scop a fost insotit de urméatoarele obiective:

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale polinomiale plane in cazul necritic;

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale bidimensionale critice cu neliniaritati patratice, neliniaritati
cubice gi neliniaritati de gradul patru;

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale ternare polinomiale in cazul necritic;

— determinarea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii periodice neper-
turbate pentru sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice de tip Lyapunov-

Darboux;
— determinarea tuturor integralelor generale pentru sistemul diferential ternar cu neli-

niaritati patratice de tip Darboux pe varietatile descrise de o integrala particulara invari-



anta a acestui sistem;

— determinarea conditiilor de stabilitate pentru unele clase de sisteme diferentiale
ternare generalizate de tip Lyapunov-Darboux cu neliniaritati patratice.

Metodologia cercetirii gtiingifice. In lucrare au fost aplicate metode ale teoriei
calitative a ecuatiilor diferentiale, metode ale algebrelor Lie si a teoriei comitantilor si
invariantilor algebrici, metode ale teoriei stabilitatii miscarii neperturbate descrise de
sisteme de ecuatii diferentiale, metode algebrice de calcul computational.

Noutatea si originalitatea stiintificad. Pana in prezent, stabilitatea migcarii neper-
turbate descrisa de sistemele diferentiale a fost examinata folosind metodele clasice ex-
puse, de exemplu, in [3-6]. In aceastd lucrare cercetarile stiintifice efectuate se bazeazi
pe metodele din lucrarile de mai sus, metode ale teoriei algebrelor Lie si metode ale
invariantilor algebrici in studiul stabilitatii migcarii neperturbate descrise de sistemele
diferentiale polinomiale atat plane cat si ternare.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in abordarea prin intermediul
algebrelor Lie si algebrelor invariantilor a unor sisteme diferentiale, ceea ce a contribuit la
obtinerea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de sistemele diferentiale bidimensionale si ternare cu neliniaritati polinomiale, in vederea
aplicarii lor ulterioare la modele matematice concrete.

Semnificatia teoretica. Rezultatele obtinute in teza sunt noi si reprezinta un inceput
de dezvoltare a unei noi abordari asupra utilizarii algebrelor Lie si teoriei invariantilor al-
gebrici in studiul stabilitatii miscarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale bidi-
mensionale si ternare cu neliniaritati polinomiale, integrabilitatii sistemelor ternare pe
unele varietati invariante.

Valoarea aplicativa a lucrarii. Rezultatele tezei pot fi folosite: in dezvoltarea
teoriei stabilitatii miscarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale multidimensio-
nale cu neliniaritati polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie si teoriei invariantilor, in studiul
unor modele matematice guvernate de sisteme de ecuatii diferentiale care descriu diverse
procese din fizica, medicina, biologie, chimie g.a., in calitate de suport pentru elaborarea
cursurilor optionale universitare gi post-universitare. Un lucru caracteristic rezultatelor
din aceasta lucrare este ca specialistii, care nu sunt initiati in teoria stabilitatii migcarii,
pot folosi aceste rezulate avand doar cunostinte elementare in acest domeniu.

Rezultatele stiintifice principale inaintate spre sustinere:

— conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate pentru sistemele
diferentiale plane si ternare in cazul necritic;

— conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate pentru sistemele



diferentiale plane critice cu neliniaritati patratice, neliniaritati cubice gi neliniaritati de
gradul patru;

— conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii periodice neperturbate pentru
sistemul diferential ternar ce neliniaritdti patratice de tip Lyapunov-Darboux;

— integralele generale pentru sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice de
tip Darboux pe varietatile descrise de o integrala particulara invarianta a acestui sistem;

— conditiile de stabilitate a sistemelor diferentiale ternare generalizate de tip Lyapunov-
Darboux si integralele polinomial-exponentiale cu conditii invariante pentru unele modele
matematice descrise de ecuatii diferentiale ternare.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute in teza pot fi apli-
cate:

— in investigatiile ulterioare a stabilitatii migcarii neperturbate pentru sistemele dife-
rentiale plane cu neliniaritati complete de pana la gradele trei i patru;

— in studiul unor modele matematice, ce descriu unele procese ce tin de dinamica
raspandirii tuberculozei in societate sau a unor procese SIV;

—drept suport pentru teze de masterat si pot constitui continutul unor cursuri optionale
pentru studentii si masteranzii de la specialitatile matematice, fizice si cu profil tehnic.

Aprobarea rezultatelor gtiintifice. Rezultatele principale ale lucrarii au fost prezen

tate si aprobate la diverse conferinte si seminare stiintifice: Third Conference of Mathe-
matical Society of Moldova IMCS-50, August 19-23, 2014, Chisinu; The 23" Conference
on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2015), September 17-20, 2015, Suceava;
Conferinta Stiintificd Internationala a Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dez-
voltarii stiintei: viziuni ale tinerilor cercetatori", editia a IV-a, 10 martie, 2015, Chisinau;
International Conference "Mathematics and Information Tehnologies: Research and Edu-
cation" (MITRE 2015), July 2-5, 2015, Chisindu; Conferinta Stiintifici Internationald
a Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dezvoltarii stiintei: viziuni ale tinerilor
cercetatori", editia a V-a, 25 mai, 2016, Chisindu; International Conference "Mathema-
tics and Information Tehnologies: Research and Education" (MITRE 2016), June 24-26,
2016, Chigindu; The International Scientific Conference "Differential-Functional Equa-
tions and their Application", September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine; Conferinta
Stiintifica Internationala a Doctoranzilor "Tendinte contemporane ale dezvoltarii gtiintei:
viziuni ale tinerilor cercetitori", editia a VI-a, 15 iunie, 2017, Chisinau; The 25" Confe-
rence on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2017), September 14-17, 2017,
Tasi; The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova (dedi-
cated to the centenary of V. Andrunachievici 1917-1997), June 28-July 2, 2017, Chiginiu;



Seminarul "Ecuatii Diferentiale" din cadrul Facultatii Matematica si Mecanica, Univer-
sitatea de Stat din Belarus, Minsk, 2015; Seminarul stiintific "Ecuatii Diferentiale si
Algebre" din cadrul UST (2014-2017); Seminarul "Algebra si Logica Matematica", 92 de
ani de la nagtere a profesorului V. Belousov, IMI, 2017; Seminarul de Stiinte Matematice
"P. Osmatescu", UTM, 2017.

Publicatii la tema tezei. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate in 14
lucrari: 4 articole in reviste stiintifice din 3 tari (Moldova, Romania, Ucraina) [8-11], 4
articole in culegeri stiintifice de lucrari ale conferintelor internationale si nationale [12-15],
6 teze gi comunicari la manifestari gtiintifice internationale [16-21]; 3 articole si 1 teza
sunt publicate fara coautori.

Cuvinte—cheie: sistem diferential polinomial, sistem diferential ternar de tip Dar-
boux (Lyapunov-Darboux), stabilitatea miscirii neperturbate, algebrd Lie, invariant,
comitant.

Volumul si structura tezei. Teza de doctor este scrisa in limba romana si consta
din introducere, patru capitole, concluzii generale gi recomandari, bibliografie (73 titluri),

125 pagini de baza, adnotarea in limbile romana, rusa si engleza.

CONTINUTUL TEZEI

In Introducere se descrie actualitatea si importanta problemei abordate, scopul si
obiectivele tezei, noutatea stiintifici a rezultatelor obtinute, importanta teoretica si va-
loarea aplicativa a lucrarii, aprobarea rezultatelor si sumarul compartimentelor.

In Capitolul 1, Metode si abordiri practice la sistemele diferentiale poli-
nomiale, sunt enuntate rezultatele clasice si recente ce {in de teoria calitativa, teoria
algebrelor Lie, metoda invariantilor algebrici a ecuatiilor diferentiale si teoria stabilitatii
migcarii neperturbate descrise de aceste ecuatii. Se face o analiza comparativa a situatiei
existente in domeniu, ce formeaza problemele de cercetare si directiile de solutionare ale
lor.

In Capitolul 2, Conditii invariante de stabilitate a migcirii neperturbate
descrise de sistemele diferentiale plane ([11,12,14,16]), au fost obtinute conditiile
centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate pentru sistemele diferentiale
plane cu neliniarititi polinomiale de orice grad in cazul necritic. In clasa sistemelor
diferentiale plane cu neliniaritati de pana la gradul patru inclusiv au fost determinate

conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate in cazul critic.

Fie sistemul diferential bidimensional cu neliniaritati polinomiale a miscarii perturbate
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unde tensorul @, , este simetric dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza
Q.A.Cvmi

convolutia totald, iar I' = {my,mao,...,m}(m; > 2) este o multime finitd de numere

naturale diferite. Coeficientii si variabilele sistemului (1) iau valori din cAmpul numerelor

reale R. Ecuatiile de prim& aproximatie a sistemului (1) vor fi

i =alx* (j,a=1,2). (2)

e

Lema 2.1. Fcuatia caracteristica a sistemului (2) este 0* + Liso+ Lao = 0, unde

coeficientii acestei ecualii sunt invarianti centroafini [22] si au forma

Lis=—I, Las=-(I7 - Iy), (3)

1
2
ar

I =a2, I, =a%al. (4)

«

In Teoremele 2.1 si 2.2 din tezi sunt obtinute conditiile de stabilitate a migcirii neper-
turbate in dependentd de semnul coeficientilor ecuatiei caracteristice a sistemului (1).
Lema 2.3. Dacd pentru sistemul (2) (sau (1)) se satisfac conditiile invariante I} —Iy = 0,
I, <0, unde Iy si Iy sunt din (4), atunci sistemul (2), printr-o transformare centroafina

poate fi adus la forma ' =0, % = a’zx® (a = 1,2), si, prin urmare, (1) se va scrie
! I
1 1 aq .02 Qimy 2 2« 2 aq .02 Q.
T = § a’alaz...amix € s X ml’ L5 = AT + E :aa1az...a7nix x e LT
=1 i=1 (5)

(a,a1,09,...,am, =1,2; 1 < 00).
Vom examina sistemul diferential cu neliniaritati patratice
il = al v + aﬂlﬁazo‘xﬁ (j,a,8=1,2), (6)

unde tensorul ai 5 este simetric dupa indicii de jos dupd care aici se efectueaza convolutia
totald. Cu ajutorul unor generatori [; si K; ai algebrelor Sibirschi [22], introducem

urmatoarele expresii ale invariantilor gi comitantilor sistemului (6):
By =K, — (K3 + Ky) + Kg, Fo = I}(K} — Ky7) + 213 (K1 Ky — 2K, K3 — K13)+
4211 (Is Ko 4 2K2 — K32) + 4Kg(Ky — K3) 4+ 21,K19, B3 = LK — Kg + I (K4 — K3), (7)
Ey=15L(Ki1 — K1Ky) + Ko(Ky — K3), Es = K11 — 1 K,

unde
L =al, Ir= agag, Iy = agagqaztﬁqu, K = agﬁxﬁ, Ky = abaaley,,
Ks = agafwaﬂ, Ky = a,‘;‘agﬁx”, K5 = azﬁa:axﬁxqqu, K7 = agwagéaﬂx‘s,
Ky = aﬁa?alﬁx‘s, K = agagvxﬁaﬂazqepq, Ky = a%‘agwagux‘sx“, K3 = agaféﬂagua:‘sx“,
iar e?? (g,,) este bivectorul unitate cu coordonatele e!* = 22 = 0, e'? = -2 =1

(511 =€ =0, €19=—¢€9 = 1)-



Teorema 2.4. Dacd pentru sistemul diferential a miscarii perturbate (6) se satisfac
conditiile invariante I? — I, = 0, I, < 0, atunci stabilitatea miscarii neperturbate descrisd
de sistemul de mai sus, include toate cazurile posibile in urmatoarele sase:

I. Fy # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

II. B, =0, Ey >0, atunci miscarea neperturbatd este instabild,

1II. FZ =0, Ey <0, atunct miscarea neperturbatd este stabila;

1V. B35 =0, E.E5 #0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

V. E, =0, atunci miscarea neperturbata este stabild,

VI E5 =0, atunci miscarea neperturbatd este stabild.

In ultimile doud cazuri miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscari
stabilizate (stationare), la care apartine si miscarea neperturbatda examinatd si atunci toate
miscarile acester serii, destul de apropiate de cea neperturbata incluzind-o si pe ultima,
vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbatd se
va apropia asimptotic catre una din miscarile stabilizate (stationare) a seriei mengionate.
In cazul III, mai mult ca atdt, aceastd miscare neperturbatd, este si asimptotic stabild.

Remarca 2.5. Din Teorema 2.4 se oblin condiliile pentru exemplul 2 a lui Lyapunov [3]

1 _ 2 _ 2 _ 1 1 1 1 2
(§32), cua; = a3 = 0, af =k, a3 = —1, a;; = @, aj, = 30, ag = ¢ ay =1,

a2, = tm. a2 = nsi 2t = x, 2?2 = A ta t 1 ma i
12 = 3M, A3 = N § = x, = y. Aceasta teorema, ne erprima o generalizare

vartanta a condititlor de stabilitate a miscarii neperturbate descrisa de sistemul general
(6), ce contine un caz particular, exemplul 2 din [5].

In §2.5 se examineaza sistemul diferential al miscérii perturbate cu neliniarititi cubice

T =cr+dy+ prd + 3qx2y + 37‘1:@/2 + 8y37 (8)

= ex + fy+ to’ + uxr’y + 3vay® + wy?,

unde c,d, e, f,p,q, 7, 5,t,u,v,w sunt coeficienti reali arbitrari, avand notatiile 2! = =z,

1 _ _ _ 1 2 _ _
ay ca2 dalll—p,a112—q7a122—7’a222—5m y,a1 6% faa111—ta112—

2 2 :
U, Q799 = V, G399 = W. Introducem urmatoarele notatii:

F=K(Jo — I Js) + LW [JP Ky — J1(Qa + Q3) + Qu], Fo = Jo — J1Js, F5 = Qy,

(9)
Fy = K [J3K, — Ji(J1 Ky +2Q2 — Q3) + Qa] + J (N1 K5 + Q1), Fy = J1 Ky — Q,

unde
_ _ « _ _ a, B _a. pB 7k _ B, 7k
h=1=ay, Jo=1Ihh=aza,, J3=aja,,t"", Jo=ajaja),qe
K, = agxﬁxvam, Ky = agﬂvxﬂxv, K5 = a"B ot A Erks
— k B _ B a B vy 0
Q1 =a aﬁwsmo‘xﬂxvx Enk, Q2 = a3a,, ;27 2’ Q3 = aaaamﬂx Qs = ajazag, v°z".



Teorema 2.5. Daca pentru sistemul diferential al miscarii perturbate (8) se satisfac
conditiile J? — J, = 0, J; < 0, atunci stabilitatea miscarii neperturbate, descrisi de
sistemul mentionat mai sus, include toate cazurile posibile itn urmatoarele zece:

1. F7 <0, atunci miscarea neperturbata este instabila;

II. Fy > 0, atunci miscarea neperturbata este stabila;

I1II. Iy =0, FyF5 > 0, atunci miscarea neperturbata este instabila;

1V. F1 =0, FyF3 <0, atunci miscarea neperturbata este stabila,

V. Fi1 =0, F5 =0, F3#0, Fy; <0, atunci miscarea neperturbata este instabild,

VI. F; =0, F, =0, F3#0, Fy > 0, atunci miscarea neperturbatd este stabild;

VII. F1 =0, F5, =0, F, =0, F3F5 > 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

VIII. F1 =0, Fo =0, F, =0, F3F5 <0, atunct miscarea neperturbata este stabild;

IX. F5 =0, atunct miscarea neperturbata este stabila;

X. F5 =0, atunci miscarea neperturbata este stabila.

In ultimile doud cazuri miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscari
stabilizate (stafionare), la care aparfine si miscarea neperturbatd evaminatd $i atunci
toate miscarile acester serii, destul de apropiate de cea neperturbata incluzind-o si pe
ultima, vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare per-
turbata se va apropia asimplotic catre una din miscarile stabilizate (stafionare) a seriei
mentionate. Mai mult ca atdt, in cazurile 11, IV, VI, VIII aceasta miscare neperturbata
este si asimptotic stabila.

In §2.6 se examineazi sistemul diferential al migcirii perturbate de forma

& =cx +dy + gr* + 4ha’y + 6ka’y? + dlxy® + my?, |
y = ex + fy -+ nat + dpx’y + 6q2%y* + dray® + syt (10)
unde c,d,e, f,g,h,k,[,m,n,p,q,r, s sunt coeficienti reali arbitrari.

In [23] este aratat, dacd ¢ si ¢ sunt comitanti omogeni de gradul p; si ps, respectiv
de la variabilele de fazd = si y a unui sistem diferential bidimensional polinomial, atunci
transvectantul

: N J . ) )
G_ = D=~ oy d\ P Y
(¢, %) p1!po! i:O( 1) i | 0xi—i0yt xidyi—i (11)

tot este un comitant al acestui sistem. In lucrdrile lui Tu. Calin, vezi de exemplu [23],
se aratd cu ajutorul transvectantului (11), pentru sistemul dat, pot fi construiti toti

generatorii algebrelor Sibirschi a comitantilor si invariantilor oricarui sistem de tipul (1).
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Notdm omogenitdtile din membrii drepti ai sistemului (10) in felul urméator:

Pi(z,y) = cx +dy, Pi(z,y) = gz* + 4ha’y + 6ka’y* + 4ay® + my?,

(12)
Qi(z,y) = ex + fy, Qa(x,y) =na' +4px’y + 6q’y® + dray® + sy,
In conformitate cu [24], scriem urmitorii comitanti ai sistemului (10)
1 OF(z,y)  0Qi(z,y :

In continuare vom avea nevoie de urmitorii comitanti si invarianti din [24], ai sistemu-
lui (10), construiti cu ajutorul operatiilor (11) si (13):
L=5, L= (R R)® K =Ry Ko=5y, Qi =Ry, Q=05
Qs = (R, R, Q= (R, R)Y, Q5= (54,51)®), Qs = (54, R1)Y,
Quo = [Ra, R)P, R1)®), Qoo = [Ra, R1)®, R)W,
Qa1 =[S, R)®, R)Y, Qs = [Ry, R)P, R1)®, Ry),

(14)

unde semnul “[” inlocuiegte toate parantezele rotunde ale transvectantilor, ce sunt nece-
sare sa fie scrise in stanga. Consideram urmatoarele expresii, formate din comitantii si

invariantii din (14) pentru sistemul (10), ce se vor scrie sub urméatoarea forma, cu notatiile:

Hy = Q1[Q2(15Q19 — 8Q21) — 10Quz + 1217 Q5] + Q3[Q2(4K2Q2 + 5Q3 — 8Qs) — 10Q0],
Hy = 5Q3(K1Q2 — 2Q4) + 2Q3 (5Q19 + 4Q21 —6Q2Q5) — 4Q1Q2[Q2(K2Q2 — 5Q3—
—2Q6 - 5Q20], H3 = Q2(5Q19 — 6Q21 + 3Q2Q5) — 10Q43, Hy = 511Q5 + 10Q19 — 2Q21,
Hs; =Q, Hg =511 Ko+ 10Q3 — 6Qg, H7 =8K2Q1 —5K1Q2 — 10Qy4.

(15)

Teorema 2.6. Daca pentru sistemul diferential al miscarilor perturbate (10), se satisfac
condifiile I} — I, = 0,1, < 0, unde I, si I sunt din (4), atunci stabilitatea miscarii
neperturbate a sistemulur mentionat mai sus, include toate cazurile posibile in urmatoatele
noua:

1. Hi #0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

II. H =0, HyHs > 0, atunct miscarea neperturbata este instabila;

III. Hy =0, HyH3 <0, atunci miscarea neperturbata este stabild;

IV. H = H3 =0, HyHy # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

V. HH=Hs= Hy =0, HyH5Hg > 0, atunci miscarea neperturbata este instabila;

VI. HH=H3;= Hy=0, HyH5Hg < 0, atunci miscarea neperturbata este stabila;

VII. HH = H3 = Hy = Hg = 0, HyH; # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;

VIII. Hy =0, atunci miscarea neperturbatd este stabila;

IX. H; =0, atunci miscarea neperturbata este stabila.
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In ultimile doud cazuri, miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de migcari
stabilizate (stationare), la care aparfine si migcarea neperturbatd examinatd i atunci toate
migscarile acester serii, destul de apropiate de cea neperturbata incluzind-o si pe ultima,
vor fi stabile. In acest caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbatd se
va apropia asimptotic catre una din migcarile stabilizate (stationare) a seriei mengionate.
Mai mult ca atat, in cazurile III s1 VI aceasta miscare neperturbata este si asimptotic
stabila [6].

In Capitolul 3, Invarianti si comitanti in determinarea stabilititii migcarii
neperturbate si a integrabilititii sistemelor diferentiale ternare (|9, 10,17,20]),
au fost determinate conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate
pentru sistemele diferentiale ternare cu neliniaritdti polinomiale in cazul necritic. Au
fost obtinute conditiile centroafin-invariante de stabilitate a miscarii neperturbate pentru
sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice de tip Darboux in cazul critic, cand
ecuatia caracteristica a partii liniare a sistemului dat poseda o radacind nula sau doua
radacini pur imaginare. Au fost construite algebrele Lie pentru sistemele diferentiale
ternare de tip Darboux cu neliniaritati patratice si integralele generale pentru toate sis-
temele de acest tip, ce se afla pe varietatile invariante determinate de o integrala parti-
culara a sistemului general de tip Darboux cu neliniaritati patratice.

Fie sistemul diferential ternar cu neliniaritdti polinomiale a migcarii neperturbate (vezi,

de exemplu, [1] sau [2]|) de forma

oy o e am; (4 — .
¥ =al x* + g al, o am, T mi (000, Q. G, = 1,351 < 00), (16)
unde tensorul @, ., ,  este simetric dupa indicii de jos, dupd care aici se efectucazi

convolutia totala. Un rol 1mp0rtant in studiul sistemelor ternare (16) il joaca comitantul

o1 = afja?a’;xdm“f’&gw (B,v,v=1,3)) (17)

din [1], ce este o integrala particulard a sistemului
i =alz* (j,a=1,3) (18)

de prima aproximatie (|3], [4]) pentru sistemul (16).

Ecuatia caracteristica, a sistemului (18), se va scrie
54 Lis0®+ L Lss=0
0"+ L1 30" + Lo30o+ L3z =0,
unde coeficientii acestei ecuatii sunt invarianti centroafini si au forma

1 1
Lig=—01, Lys= 5(‘92 —07), L3z = —6(9% — 36010, + 203), (19)
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iar expresiile lor contin

01 =al, 0y =ajal, 03=alalal. (20)

In Teoremele 3.1 si 3.2 din tez# sunt obtinute conditiile de stabilitate a migcirii neper-
turbate in dependentd de semnul expresiilor de la coeficientii ecuatiei caracteristice a
sistemului (16).

In §3.4 — §3.6 se determind conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcirii

neperturbate pentru sistemul diferential ternar cu neliniaritati patratice, de forma
B = aa® +alata’ (o p=T3), (21)

unde tensorul aiﬁ este simetric dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza convolutia
totala.

In continuare vom avea nevoie de comitantii sistemului (21)

— a0 B — ,a,08 _ ,a, B _ o, By .0
pl - aaﬂx 7p8 - aﬂaayxry?pg - a'ya’ﬁaxry7p10 - a"ya/aaﬁéx )

unde py,pg — p1o sunt din [1]. Calculdnd acesti comitanti si invariantii 6; si 65 din (20),

pentru sistemul (21) obtinem
30ap1 — 401 ps + 301pg — 8p1o = —8[g(ng — mr) + h(rs — np) + k(mp — qs)]xz.  (22)

Teorema 3.6. Dacd pentru sistemul (21) a miscarii neperturbate se satisfac conditiile

invariante L1z > 0, Loz >0, L33 =0, unde L;3 (i = 1,3) sunt din (19), si
— 40 2BV 0, — 23
n aﬁ—yx T'TY Easp = 0; ( )

atunct stabilitatea miscarii neperturbate descrisa de acest sistem, include toate cazurile
posibile in urmatoarele doua:

I. 303p1 — 461ps + 301p9 — 8p1o Z 0, atunci miscarea neperturbatda este instabild;

I11. 305p1 — 461ps + 301p9 — 8p1g = 0, atunci miscarea neperturbatd este stabild.

In wltimul caz, existd o serie continud de miscari stabilizate (stationare), la care
apartine st miscarea neperturbata examinata st atuncet toate miscarile acestei serii, destul
de apropiate de cea neperturbata incluzind-o si pe ultima, vor fi stabile. In acest caz,
pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbata se va apropia asimptotic catre
una din miscarile stabilizate (stafionare) a seriei mentionate.

Lema 3.10. Sistemul (21) poate fi adus, printr-o transformare centroafind, la forma

Lyapunov-Darboux
1 2 1,1 .1 1,2 1.3\ 22 1 21,1 1.2, 1 3
T = —Ax® 4 2z (" + apx° + ap3x°), ° = Ar + 227 (ap @ + ajpr + aj5a°),

(24)
i = 2 — Lys2® + 22°(ay,0" + ajp2® + aj37?),
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daca st numai daca au loc condifiile centroafin-invariante o1 Z0, n =0, Ly3La3 = L33,
unde N> = Loz (Las > 0), iar oy din (17), L3 (i = 1,3) din (19) si n din (23).

Sistemului (24) admite o algebra Lie tridimensionala comutativd. Cu ajutorul acestei
algebre obtinem

Teorema 3.8. Pentru sistemul (24) una din integralele prime are forma

_h
Flzf_gzclv

unde
fi=(@")?+ (2*)?, fo=—ALis+2(k+hLiz)z' —2gL;32° + 22ka®.

La fel, cu ajutorul algebrei Lie admise de sistemul (24) pentru L; 5 = 0, avem
Teorema 3.10. Sistemul (24) pentru L3 = 0 posedd integrala generald compusd din

urmatoarele doud integrale prime:

_ (@) +(2?)? _
F1 = m == Cl,FQ =

2 1 A 3 2
A+ 2kxt +2(Ag — k)x= + 2X\(k + A\h)x py arctgx— _ o,
! + Az3 x!

In Teoremele 3.11-3.21 din tezi au fost obtinute integralele generale a sistemului ternar
de tip Darboux

¥ = ada® + 227 gzt + ha? + ka®) (j=1,3). (25)

pentru toate cele 11 cazuri determinate de conditiile invariante oy = 0 din (17) (lema 9.1

din [1]) si s0q1 # 0, unde ¢ = a§, 272 uq, s = afar’u, din [1]. Vom mentiona ci oy este

o integrald particulard a sistemului (25). Pentru ilustrare vom aduce integrala generald

doar in cazul (xi) din teza.

Teorema 3.21, (xi). Dacd coeficientii partii liniare a sistemului ternar de tip Darboux

(25) satisfac conditiilor a? = a3 = 0;a3 # 0;al = %%—a%); a3 = % cu sq1 20,
3

atunci integrala generald a acestui sistem cu notatiile x = x',y = 22,2 = 2 constd din

urmatoarele doud integrale prime:
Fi = (32 — ap2)aqy + (ay — a3)2] = C,
Fy = (d3z — al2) % % ady — (o — ad)z]1 @ 2eiteted — O,
unde
® = ay(ay —ay —ay)(a; +292) +2a3(ay9 — azh+ark)y +2[—ay(a; —a3)g+ay (a1 — a3 — az)h+
+a3(ash — a3k))z.

In toate cele 11 cazuri au fost construite algebrele Lie admise de sistemul diferential

ternar de tip Darboux (25) cu ajutorul cirora au fost construite integralele prime.
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In Capitolul 4, Probleme de integrabilitate si stabilitate pentru sistemul
ternar generalizat de tip Lyapunov—Darboux ([8,13,18,19,21]), au fost obtinute
conditiile centroafin-invariante, ciAnd un sistem cu neliniaritati patratice poseda in partile
patratice un factor comun. Asa sisteme au fost numite sisteme diferentiale generalizate
de tip Darboux. Au fost examinate unele cazuri de stabilitate a miscarii neperturbate
pentru aceste sisteme, cand partea liniara poseda forma Lyapunov si sunt aproape de
unele modele matematice din medicind. Au fost construite integralele prime polinomial-
exponentiale cu conditii invariante pentru unele modele matematice descrise de sisteme
diferentiale ternare.

Fie sistemul diferential cu neliniaritati patratice de forma
# = ala® + a2 (ja. B =T.9), (26)

unde tensorul afw este simetric dupa indicii de jos, dupa care aici se efectueaza convolutia
totala. Coeficientii gi variabilele acestui sistem iau valori din cAmpul numerelor reale R.

In baza formulei lui Hermit [26], despre rezultantul a trei forme patratice ternare
R =SF —165f, (27)

obtinem rezultantul R a partilor patratice din membrii drepti ai sistemului (26), unde

1 1

= — F ==
f 6p57 6[

3(rs —rs +16) — T2, (28)
i S este din [27], iar comitantul ps si contravariantii 7o, 73,75, 76 sunt din [1].

Teorema 4.1. Pentru ca partile patratice din membrii drepli ai sistemului (26) sd contind
un factor liniar comun este necesar gi suficient ca rezultantul R din (27), sa fie nul.

Presupunem ca partile patratice din membrii drepti ai sistemului (26) au forma
P, = aclwx . Qy=d? 5T 2%, Ry = iﬁa:axﬁ (o, p=1,2,3), (29)

si se descompun intr-un produs de doi factori liniari, dintre care unul este comun.
Teorema 4.2. Fie fF # 0 pentru f ¢i F' din (28). Atunci pentru ca in partile patratice
(29) a membrilor drepti ai sistemului (26) sa existe un factor comun cu coeficienti reali

este necesar gi suficient sa se satisfacd urmatoarele conditii invariante (in raport cu grupul
centroafin GL(3,R)):

r =r =r =0, R = Rez(P>,Q2, Ry) =0,
2l o T 20 T 2 (P2, @2, o) (30)
U3=0 U3=0 UQZO

unde ro = Dy(uy)? + Da(ug)® + D3(u3)® + - -+ este din [1], iar R din (27) cu Py, Q2 $i Ro
din (29).
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Corolarul 4.1. In conditiile Teoremei 4.2, sistemul (26) printr-o transformare cen-
troafind, poate fi adus la una din formele

it = ala® + ot (gt + it + r?), i = air® + 2l (st + spa? + szat), (31)
3

- 3 1 1 2 3
0 =a x® +x (x4 nex” + nzz”).

Sistemul (31) admite o algebrd Lie L7, care nu este rezolubila.

In §4.3 se determini integralele polinomial-exponentiale de gradul nu mai mare ca
doi pentru forma canonica a sistemului generalizat ternar de tip Lyapunov-Darboux, ce
corespunde sistemului ternar (26), cand oy # 0 din (17), de forma

@ ==y + x(grz + 2hy + 2k12), § = Av + 2(gox + 2hoy + 2ko2), a2)
Z=y+nz+ x(g3x + 2hzy + 2k32),
unde A\ = Loz >0, n = —Ly3 # 0, iar Loz si L1 3 sunt din (19). Mentionim ci acest
sistem, in unele conditii, are ca proiectii sistemul de tip Darboux [1], sistemul Lorentz [28],
sistemul dinamicii raspandirii tuberculozei [29, 30] si sistemul SIV [31].

S-a examinat integrala prim& polinomial-exponentialad a sistemului (32) de forma
F = Fy(x,y, 2)e!t, unde Fy(x,y,2) = a + byw + bay + b3z + c12% + coy? + c32% + 2c4wy +
2c5x242¢c6yz, iar v = (=X, A\, 1,n, g1, hy, k1, g2, ho, ke, g3, hs, k3) — vectorul acestui sistemu.

In Teorema 4.3 au fost obtinute integralele prime polinomial-exponentiale de grad nu
mai mare ca doi, pentru sistemul (32). Pentru ilustrare, vom aduce doar setul (vii) din
teza.

Teorema 4.3, (vii). Integrala prima polinomial-exponentiald de grad nu mai mare ca doi

a sistemului Lyaponuv-Darboux (32), data de vectorulv = (=X, X, 1,n, —2hs, %hg)\, 0, g2, ho,

0, — T @R T T e (gohon? + gan + (4hghs\ — gohsn)(n? + A?)), hs, 0), are forma
= n)\(2h2(n2+12)\2)+g2n)\) ((thanz - 4h%y2>‘ + 4h§m:y + 2h2n2y + 2h2nx)\)(n2 + 2)‘2) +

+ (gahsn®x? — 4hohsny® X + gan?z\ + 4hohsn®zy)(n? + A?) + 2han®z + gan?A(ny + x\) +
+ 2honzA?(3n? + 2)\%))e ™.

In §4.4 se examineaz sistemul dinamicii raspandirii epidemiei tuberculozei ([29], [32])

S=1—pS—pBST, L =—=6L—pL+(1—p)BST, T = 6L — (u+v)T +pBST, (33)

care, conform Teoremei 4.4, admite o algebra Lie bidimensionalda necomutativa de ope-
ratori. Pentru acest sistem s-au determinat integralele prime polinomial-exponentiale de
forma I,(S, L, T,t) = P,(S, L, T)e (q < 3), unde P,(S,L,T) = a+bS +cL+dT +eS*+
fL?+ gT?+2hSL + 2kST + 2LLT +mS® + 3nS? L + 30S*T + 3¢qSL?* + 3rSLT + 3sST? +
ul? + 3vL*T + 3wLT? + 2T3, prezentate in urmitorul tabel:
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Tabelul 4.4-4.5. Integralele prime ale sistemului (33) cand ¢ < 3

(1.8, 1, 6, v, p) Integralele prime
(7, B, 1, pv, v, p) I(l) = (L + P;l T)et(M+V)
(1,8, 1, 0,1, 1) ](2) Let(5+u)

(7.8, —mv,1) | IV = a+ L(c+ fL)
(7,8, 1, =p, =, p) | 1§ = a+ (L+ 22 T)(c+ f(L+ 22 T))
(7, M) =0, 0,0) | I = (02— ) (L+S)2+2T(L+5))/(2p7)+ (L + S+ T)+
+Tv/u— Sv?/p? —7/(2u) + v27/(2u3))e**
(7.8, =1, 1) | IV = Lic+ fL + L*u)

(7. B, p, 9, v,1) I = L(ap® + cp*(Lp — T+ pT) + f(Lp — T+ pT)*+

+u(Lp — T +pT)>.

In §4.5 se studiazi sistemul diferential ternar critic cu neliniarit#ti patratice de forma

T = a1x2 + a2y2 + a3z2 + 2a4xy + 2a52z + 206y 2,
U = pr 4 qy +rz+bia? + boy? + b3z 4 2bgay + 20532 + 2bgy2, (34)

2= st +my+nz+ c1x? + cay? + 322 + 2cazy + 2c522 + 26y 2,

unde p,q,r,s,m,n,a;,b;,c; (i = 1,6) sunt coeficienti reali arbitrari. In Lema 4.2 s-au
obtinut expresiile care determind stabilitatea migcarii neperturbate a sistemului (34). S-
au examinat cdteva cazuri de sisteme ternare de forma canonica criticd Lyapunov (34):
Exemplul 4.1. (Sistemul dinamicii rispandirii tuberculozei) Fie sistemul dinam-
icii raspandirii tuberculozei (33), care prin transformarile afine x =7 —puS, y=L, 2 =T
(1 # 0) i centroafine T = —ey+cz,y =y,zZ =+ 2z (c # 0), se aduce la forma critica de
tip Lyapunov

T = M(—xQ — 2exy + cxz — €2y? + ceyz);
y = %lgg + (c+ %)y + 20—2(—902 — 2exy + cxz — e2y® + ceyz); (35)
s= 2 +cf + bac + (zate 2- U b)ey +az + 2(9 —; k) (—x? — 2exy + cxz — 2y? + ceyz),
cu —a—c— f >0, a( + f) > 0 conform teoremei lui Hurwitz, iar a = —p # 0,0 = BT,

c=—0—p,d="1=p5" p L. e=0, f—pﬁT — L — ,LLT,g——ﬁ h:—%,k:—g—ﬁ, sicf—de=0.
Remarca 4.3. Daca a+c+f <0gialc+f) >0, atunci stabilitatea miscarii neperturbate
guvernata de sistemul (35) include toate cazurile posibile in urmdatoarele doua:
I (=14cBy—eA)(1+eA;)(—eh+ck) # 0, atunci miscarea neperturbata este instabild;
II. (=14cBy—eA;)(1+eA;)(—eh+ck) = 0, atunci miscarea neperturbatd este stabild.
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Urmatoarele exemple de sisteme ternare critice de tip Lyapunov (34), cu 6 parametri,
generalizeazi FExemplul 1 din [3] (§32), care in ecuatia critica are 2 parametri.

Exemplul 4.3. Fie sistemul diferential ternar, cu 6 parametri in ecuatia critica
i = ax? + agy® + a3z + 2a4xy + 2a512 + 2a6y 2, (36)
J=z—y+(@—y+22)(—z+y+2), i=z—z2+(@+2—2)(-z+y+2),
unde a; (i = 1,6) sunt coeficienti reali arbitrari.
Remarca 4.5. Stabilitatea miscarii neperturbate guvernata de sistemul (36) include toate
cazurile posibile in urmdatoarele cinci:
I. Ly # Lo, atunci miscarea neperturbatd este instabild;
II. Ly = Lo, L3 <0, atunci miscarea neperturbatda este stabila;
III. L1 = Ly, L3 > 0, atunct miscarea neperturbata este instabila;
IV. Ly = Lo, L3 =0, Ly # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabild;
V. as + asz + 2a¢ = a1 =0, ay = —as, atunci miscarea neperturbata este stabild;
unde L1 = as + az + 2a¢; Ly = —ay — 2(aq + a5); Ly = —ay — (ag + a5); Ly = —(aq + as).
Exemplul 4.4. Fie sistemul diferential ternar, cu 6 parametri in ecuatia critica, dintre

care trei formeaza factorul comun al partii patratice, de forma

t=(amx+biy+ciz)(ar+by+cz), y=x—y+ (x —y+22)(ax + by + cz), (37)
i=x—z+ (x+2y—2)(ax + by + c2),

unde a, b, ¢, a1, by, c; sunt coeficienti reali arbitrari.
Remarca 4.6. Stabilitatea miscarii neperturbate guvernatd de sistemul (37) include toate
cazurile posibile in urmdatoarele sase:

1. M Ms # 0, atunci miscarea neperturbatda este instabild;

1. My =0, M;Ms < 0, atunct miscarea neperturbata este stabild,

I1II. My =0, MiMs > 0, atunci miscarea neperturbata este instabila,

1V. M1 My # 0, atunci miscarea neperturbatd este instabila;

V. My = 0, atunci miscarea neperturbata este stabild;

VI. My, =0, atunci miscarea neperturbatda este stabila;
unde My = a+b+c; My = a1+bi+c¢1; M3 = —aay+ (b+c)(bi1+c1); My = (b+c¢)(b1+c1).
Observatie. In cazul IT al Remarcii 4.3, cazul V al Remarcii 4.5 si cazul VI al Remarcii
4.6, miscarea neperturbatd apartine unei serii continui de miscari stabilizate (stationare),
la care aparfine st miscarea neperturbata examinata si atunct toate miscarile acester serii,
destul de apropiate de cea neperturbatd incluzind-o si pe ultima, vor fi stabile. In acest
caz, pentru perturbari destul de mici orice miscare perturbatd se va apropia asimptotic
catre una din miscarile stabilizate a seriei mentionate. Mai mult ca atdt, miscarea a II-a

din Remarcile 4.5 si 4.6 este gi asimptotic stabild [6].
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

In lucrare, din punct de vedere a teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale, a fost
studiatd stabilitatea miscarii neperturbate, descrise de sisteme diferentiale plane gi ternare
cu membrii drepti polinoame. Pentru prima data in aceste cercetari au fost folosite teoria
algebrelor Lie si metoda invariantilor algebrici a ecuatiilor diferntiale, fondata la Chiginau
de academicianul Constantin Sibirschi.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in abordarea prin intermediul
algebrelor Lie si algebrelor invariantilor a unor sisteme diferentiale, ceea ce a contribuit la
obtinerea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de sistemele diferentiale bidimensionale si ternare cu neliniaritati polinomiale, in vederea
aplicarii lor ulterioare la modele matematice concrete. Rezultatele cercetarilor elaborate
ne permit de a efectua urmatoarele concluzii gi recomandari:

Concluzii generale:

1. In teza de fata, pentru prima data s-a formulat si s-a rezolvat problema determinarii
conditiilor centroafin-invarinte de stabilitate a miscarii neperturbate in clasa sistemelor
diferentiale plane cu neliniaritati de pana la gradul patru, ceea ce reprezinta pentru viitor
un pas important in studiul calitativ al acestor sisteme ([11,12,14,16]);

2. Au fost obtinute conditiile centroafin-invariante de stabilitate a migcarii periodice
neperturbate pentru sistemele diferentiale ternare cu neliniaritati patratice de tip Darboux
si construite integralele generale si algebrele Lie pentru toate sistemele de acest tip ce se
afla pe varietatile invariante, descrise de o integrala particularad invarianta proprie acestui
sistem ([9,10,15,17,20]);

3. A fost construitd o forméa canonica a sitemului ternar generalizat de tip Lyapunov-
Darboux si obtinute integralele polinomial exponentiale pentru acest sistem. Au fost
construite exemple de sisteme ternare generalizate de tip Lyapunov-Darboux in cazul
critic si obtinute conditiile de stabilitate a miscarii neperturbate. Unele din sistemele
studiate au ca proiectii modele matematice din medicina ([8,13,18,19,21]).

Recomandari:

Rezultatele obtinute si metodele elaborate pot fi folosite:

— la studierea stabilitatii miscarii neperturbate in cazul critic pentru sistemele diferenti-
ale plane cu neliniaritati polinomiale complete pana la gradul trei sau patru inclusiv;

— la studierea stabilitatii miscarii neperturbate pentru sistemele diferentiale ternare
de tip Darboux cu neliniaritati de gradul trei si patru;

— la investigarea diferitor modele matematice din mediciné, biologie, mecanicéi s.a.;

— in programele cursurilor optionale a facultatilor universitare cu profil real.
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ADNOTARE
la teza “Algebre Lie si invarianti la sisteme diferentiale cu proiectii pe unele modele mate-
matice”, prezentata de catre Neagu Natalia pentru obtinerea gradului de doctor in stiinte
matematice la specialitatea 111.02 - ecuatii diferentiale.

Teza a fost elaborata la Universitatea de Stat din Tiraspol (Chigindu) in anul 2017,
Lucrarea este scrisa in limba roméana si cuprinde: introducere, 4 capitole, concluzii ge-
nerale gi recomandari, bibliografie (73 titluri), 125 pagini de baza. La tema tezei sunt
publicate 14 lucrari stiintifice.

Cuvinte—cheie: sistem diferential polinomial, sistem diferential ternar de tip Dar-
boux (Lyapunov-Darboux), stabilitatea miscirii neperturbate, algebrd Lie, invariant,
comitant.

Domeniul de studiu al tezei: teoria calitativa a sistemelor dinamice, integrabili-
tatea sistemelor diferentiale polinomiale, stabilitatea miscarii neperturbate.

Scopul si obiectivele lucrarii: determinarea conditiilor centroafin-invariante de
stabilitate a miscarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale bidimensionale si
ternare cu neliniaritat{i polinomiale; examinarea cazurilor necritice gi critice pentru sis-
temele mentionate; integrabilitatea sistemelor diferentiale ternare de tip Darboux si de
tip Lyapunov-Darboux.

Noutatea si originalitatea gtiintifica consta in aceea, cd pentru prima data au
fost utilizate metodele algebrelor Lie gi a teoriei invariantilor gi comitantilor algebrici in
studiul stabilitatii miscarii neperturbate, descrise de sistemele diferentiale bidimensionale
si ternare cu neliniaritati polinomiale.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in abordarea prin intermediul
algebrelor Lie si algebrelor invariantilor a unor sisteme diferentiale, ceea ce a contribuit la
obtinerea conditiilor centroafin-invariante de stabilitate a migcarii neperturbate descrise
de sistemele diferentiale bidimensionale si ternare cu neliniaritati polinomiale, in vederea
aplicarii lor ulterioare la modele matematice concrete.

Semnificatia teoretica. Rezultatele obtinute in teza sunt noi si reprezinta un inceput
de dezvoltare a unei noi abordari asupra utilizarii algebrelor Lie gi teoriei invariantilor
algebrici in studiul stabilitatii miscarii neperturbate descrise de sistemele diferentiale
bidimensionale gi ternare cu neliniaritati polinomiale, integrabilitatii sistemelor ternare
pe unele varietati invariante.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele tezei pot fi folosite in dez-
voltarea de mai departe a teoriei stabilitatii migcarii neperturbate descrise de sistemele
diferentiale multidimensionale cu neliniaritati polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie si
teoriei invariantilor; pot fi utilizate in studiul modelelor matematice ce sunt date de ecuatii
diferentiale care descriu diverse procese din fizica, medicina, biologie, chimie, economie
s.a.; pot servi drept suport pentru tezele de masterat si la elaborarea cursurilor optionale

universitare si post-universitare.

23



AHHOTAIINA

auccepranun "Anredpsr Jlu u naBapuaHTbl st U(GEPEHITNATBHBIX CUCTEM C TMPOEKIIUAME Ha,
HEKOTOpBIE MaTeMaTudeckue mogenu', mpejcrapiennoit Hary Haranbeit Ha couckanme ydeHOir
CTeNeHu JOKTOpa MaTeMaThudecKux HayK 1o creruaabaoctu 111.02 - nuddepentinanbubie ypas-
wenust. /Iuccepranus seinonnena B Tupacnonsekom Locypapersentom Yunsepcurere (Kummmsy )
B 2017 rojy HA PYMBIHCKOM $I3BIKE W COCTOUT W3 BBEIEHUSA, YETHIPEX TIJIaB, OOIIUX BBIBOJIOB U
pexomengaruii, 6ubaunorpacdun (73 pabora), 125 crparuil 0CHOBHOTO TeKcTa. OCHOBHBIE TIOJTY Y€H-
Hble Pe3yIbTaThl OMYyOJUKOBAHBI B 14 HAayIHBIX paboOTax.

KuarodeBbie coBa: nosmmHoMuasbHast auddepeHinaibHas cucrema, TpexMepHast audde-
pennmasbhas cucrema suja Jlapoy (Jlsmnynosa-dapby), yeTORYMBOCTD HEBO3MYIIEHHOIO JIBUKE-
Hud, aaredpa JIu, nHBapmaHT, KOMATAHT.

Ob6sacTh nccyieJOBaHUSA: KaueCTBEeHHAd TEOpUd JMHAMUYECKUX CUCTEM, UHTEIPUPYEMOCTh
MOJTUHOMUATBHBIX T PEepeHITHATBHBIX CUCTEM, YCTONYNBOCTH HEBO3ZMYITIEHHOTO JBUXKEHUH.

Henr m 3agaum auccepTanum: HAXOXKJEHUE IEHTPOAPMOUHHO-UHBAPUAHTHBIX YCJIOBUU
YCTOMYNBOCTY HEBO3MYIIEHHOTO JIBUKEHUsI ONMMCAHHBIE JBYMEPHBIMU U TpexMepHbIMu audde-
PEHIIMATBHBIMI CUCTEMAMU C TTOJTUHOMHUATHLHBIMEI JACTAME; UCCTETOBAHNE KPUTUIECKUX U HEKPU-
TUYECKUX CJIYYaeB I JaHHBIX CUCTEM; WHTEIPUPYEMOCTH TPEXMEPHBIX JuMPEPEHITHATHHBIX
cucrem Buja lapby u suna JIsuyunosa-/lap0y.

HoBu3Ha m Hay4YHasi OPUTMHAJIBHOCTh. BrepBble OBLIN HCIOTB30BAHBI METOIBI AJITe0P
JIn, Teopum ajredpamvyeckuxX WHBAPUAHTOB W KOMUTAHTOB TPU WMCCJIEJIOBAHUU yCTOHYUBOCTH
HEBO3MYIIEHHOTO JBUKEHWsS OMUCAHHOTO JBYMEPHBIMU M TpPeXMepHBIMU nuddepeHInaTbHbIMI
CUCTEMAaMMU C TTOJIMTHOMUATBHBIMU YACTSIMH.

I'maBHag perienHasi Hay4dHas 3aJa4a COCTOWT B M3YUEHWM TOCPEACTBOM ajiaredp Jlu u
aJireOp WHBAPUAHTOB HEKOTOPBIX AUQdEPEHITNATBHBIX CUCTEM, YTO CIIOCOOCTBYET HAXOXKJIEHWIO
1eHTpoadGUHHO-MHBAPUAHTHBIX YCAOBUH YCTONYMBOCTA HEBO3MYIIEHHOTO JIBUXKEHUS, OMUCAH-
HOT'O JIBYMEPHBIMH M TPeXMepHBbIMU Tu(hPEepeHITnaIbHBIMI CHCTEMAMU € MOJUHOMUAIbHBIMHI
JaCTIMU, 9YTO TO3BOJIUT UX JITaJbHelIIee MpuMeHeHre K KOHKPETHBIM MAaTeMAaTHIeCKIM MOJIETSIM.

Teoperuveckoe 1 mpakTudYecKoe 3HaYeHUe padoThl. B juccepranum morydeHbl HOBbIE
pPe3yJIbTATHI, KOTOPBIE SBJISIOTCS HAYAJI0M HOBOTO TIO/IX0/Ia B UCTIOIB30BaHNN aaredp JIu u Teopun
aJredpanvdecKnx WHBAPUAHTOB U KOMUTAHTOB IIPH HUCCIEJOBAHUHU yCTOMIMBOCTH HEBO3MYIIEH-
HOTO JIBUKEHUS OMUCAHHOTO JBYMEPHBIMU W TPEXMEPHBIMEU AudDepeHnaTbHbIMUI CHCTEMAMEI
C TOJTMHOMUAJIBHBIMI YACTIMU, HHTETPUPYEMOCTH TPEXMEPHBIX TuhdepeHITnaTbHbIX CHCTEM Ha

HEKOTOPBIX MHBAPUAHTHBIX MHOTO0OPA3UAX.

Peanuzanus HaydHBIX pe3yabTaToB. l[lomyueHHble pe3yabTaThl MOTYT OBITH MCIOJIH30BA-
HBI TIpH rZ[aﬂI:sHeI'./'IH_[eM Pa3BUTUN TEOPHUU YCTOﬁqHBOCTH HEBO3MYIIEHHOI'O ABUZKEHUA C ITOMOIIBIO
aarebp JIu m Teopum MHBAPUAHTOB, OIMCAHHOI'O MHOTOMEPHBIMU JuMEEpPEeHIHATbHBIMUA CUCTE-
MaMH C IOJJUHOMUAJIBHBIMU YAaCTIMHU; ITPU UCCJIEIOBAHIN HEKOTOPBIX MaTEeMaTUIECKUX MOJIeIei,
OTIMCBHIBAIOIINX IIPOIECChl B (PU3UKE, MEIUIUHE, OMOJIOTMM, XUMHUU, SKOHOMHUKE U T.J; MOLYT

CIYKUTH MATEPUAJTIOM JIJId Pa3pabOTKU TeM MarucTepCKUX padoOT U CHENKYPCOB JIjI CTYIeHTOB.
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ANNOTATION

of the thesis "Lie algebras and invariants for differential systems with projections on some
mathematical models", presented by Neagu Natalia for obtaining the Doctor degree in
Mathematics, specialty 111.02 - differential equations. The thesis was elaborated at
Tiraspol State University (Chigindu) and presented for defense in 2017. The language
of the thesis is Romanian. It comprises 125 pages and has the following structure:
Introduction, 4 Chapters, General Conclusions and Recommendations, Bibliography with
73 References. Research outcomes were reflected in 14 scientific works.

Keywords: polynomial differential system, ternary differential system of Darboux
(Lyapunov-Darboux) type, stability of unperturbed motion, Lie algebra, invariant,
comitant.

Field of study of the thesis: qualitative theory of dynamical systems, integrability
of polynomial differential systems, stability of unperturbed motion.

The purpose and objectives of the thesis are: to determinate the centro-affine
invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional and
ternary differential systems with polynomial nonlinearities; to investigate the critical and
noncritical cases for such systems; to study the integrability of ternary differential systems
of Darboux type and of Lyapunov-Darboux type.

Novelty and scientific originality. For the first time there were used the methods
of Lie algebras and of theory of algebraic invariants and comitants in study of stability of
unperturbed motion described by two-dimensional and ternary differential systems with
polynomial nonlinearities.

The main scientific problem solved consists in approaching of some differential
systems by Lie algebras and algebras of invariants, which contributed to obtain the centro-
affine invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional
and ternary differential systems with polynomial nonlinearities. This made possible to
apply the obtained results in future investigation of concrete mathematical models.

The significance of theoretical and practical values of the work. The results
obtained in thesis are new and represent a new approach on the use of Lie algebras
and theory of algebraic invariants and comitants in study of stability of unperturbed
motion described by two-dimensional and ternary differential systems with polynomial
nonlinearities, the integrability of ternary differential systems on some invariant varieties.

Implementation of the scientific results. The obtained results can: be used
in further investigation of the theory of stability of unperturbed motion described by
multidimensional differential systems with polynomial nonlinearities using Lie algebras
and the theory of invariants; be used in the study of some mathematical models describing
processes from physics, medicine, biology, chemistry, economy, etc; serve as support for

Master thesis and for teaching courses at the university level.
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