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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCET�ARII

Teza de fa�t�a �tine de teoria calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale, algebrele Lie, teoria

invarian�tilor �si teoria stabilit�a�tii mi�sc�arii descrise de sistemele diferen�tiale.

Actualitatea temei. Teoria ecua�tiilor diferen�tiale este un domeniu fundamental al

matematicii. Necesitatea dezvolt�arii acestei teorii se explic�a prin faptul c�a majoritatea

fenomenelor �si proceselor din lumea ��nconjur�atoare se modeleaz�a cu ajutorul ecua�tiilor

diferen�tiale.

�In lucr�arile clasice ale lui Sophus Lie (1842-1899) au fost puse bazele teoriei grupurilor

�si algebrelor Lie, f�ar�a de care ast�azi este de neimaginat matematica modern�a, ba chiar �si

�zica. Rezultatele acestei teorii au fost expuse��n lucr�arile clasice ale lui S. Lie, G. Birkho�,

N.G. Cebotarev, L.P. Eeisenhart, L.S. Pontreaghin, N. Jacobson, L.V. Ovsyannikov,

N.H. Ibragimov, P.J. Olver, W.I. Fushchich, N. Bourbaki �s.a. Problema principal�a, care

a ap�arut ��n leg�atur�a cu aceast�a teorie, era construc�tia grupurilor �si algebrelor Lie, ce sunt

admise de ecua�tiile diferen�tiale examinate �si integrabilitatea lor. �Ins�a, Sophus Lie, chiar

de la ��nceput a ar�atat c�a aceast�a teorie este pu�tin efectiv�a pentru ecua�tiile diferen�tiale de

ordinul ��nt�ai. Aceasta a f�acut s�a �e fondat�a teoria calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale de

Henri Poincar�e (1854-1912) �si Alexandr Lyapunov (1857-1918), ce ne permite s�a studiem

comportamentul solu�tiilor ecua�tiilor men�tionate f�ar�a a le determina ��n mod explicit.

Bazele metodei teoriei invarian�tilor algebrici pentru sistemele de ecua�tii diferen�tiale

polinomiale au fost puse de c�atre C.S. Sibirschi (1928-1990)��ncep�and cu anii 60 ai secolului

XX. �In cercet�arile �scolii academicianului C.S. Sibirschi se utilizau grupurile de transform�ari

centroa�ne, de rota�tie, ortogonale �si a�ne. Cu ajutorul invarian�tilor se ob�tineau rezultate

importante ��n teoria calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale men�tionate mai sus.

Metoda academicianului C.S. Sibirschi este dezvoltat�a �si ��n prezent ��n lucr�arile spe-

ciali�stilor din Republica Moldova: N. Vulpe, M. Popa, A. �Sub�a, V. Baltag, Iu. Calin,

D. Cozma �s.a. precum �si a speciali�stilor din alte �t�ari: H. Zoladek (Polonia), M. Han

(China), J. Llibre, J. Art�es (Spania), D. Boularas (Fran�ta), L.A. Cherkas (Belarus),

A.P. Sadovskii (Belarus), V. Romanovski (Slovenia), D.S. Shafer (SUA) �s.a.

Metoda invarian�tilor algebrici a permis rezolvarea mai multor probleme din teoria

calitativ�a a ecua�tiilor diferen�tiale, pentru unele clase de sisteme diferen�tiale polinomiale,

cum ar �: problema deosebirii centrului �si a focarului, problema clasi�c�arii singularit�a�tilor,

problema integrabilit�a�tii cu solu�tii algebrice, problema clasi�c�arii topologice etc.

O nou�a viziune asupra studiului sistemelor diferen�tiale de ordinul ��nt�ai, a fost ini�tiat�a

��n anii 2000 de prof. M. Popa ��mpreun�a cu elevii s�ai (P. Macari, A. Braicov, S. Port,

E. Staru�s (Naidenova), E. B�acova, N. Gher�stega, O. Diaconescu, V. Orlov, V. Pricop).
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A fost propus�a cercetarea acestor sisteme diferen�tiale prin atragerea la ele a teoriei al-

gebrelor Lie, a operatorilor de reprezentare a grupurilor liniare ��n spa�tiul variabilelor de

faz�a �si al coe�cien�tilor sistemelor date, precum �si a algebrelor Sibirschi a invarian�tilor �si

comitan�tilor sistemelor men�tionate.

�In lucr�arile [1] �si [2] au fost cercetate sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti

p�atratice �si cubice. Problemele examinate �tineau ��ndeosebi de clasi�carea dimensiunii

orbitelor dup�a modulul grupului centroa�n, construc�tia integralelor invariante �s.a.

Vommen�tiona c�a p�an�a��n prezent nu au fost��nt�alnite lucr�ari pentru sistemele diferen�tia-

le ternare, ce ar trata problemele de stabilitate ale mi�sc�arii neperturbate cu ajutorul

algebrelor Lie �si a invarian�tilor algebrici. Probleme ce �tin de integrabilitatea sistemelor

diferen�tiale ternare polinomiale, de clasi�carea punctelor singulare izolate, de determinarea

anumitor suprafe�te algebrice, etc., au fost studiate pe parcursul ultimilor ani, ��n mai

multe centre �stiin�ti�ce: Slovenia (V. Romanovski), China (M. Han), Spania (J. Llibre,

A. Mahdi, C.G. Pessoa), SUA (D.S. Shafer), Rusia (V.F. Edneral) �si altele.

Este cunoscut c�a p�an�a ��n prezent teoria calitativ�a a sistemelor diferen�tiale ternare este

slab dezvoltat�a, ceea ce face ca cercet�arile sistemelor diferen�tiale multidimensionale s�a

�e destul de actuale. Acest lucru este motivat �si de faptul c�a sistemele men�tionate se

��nt�alneasc destul de des ��n problemele practice din teoria oscila�tiilor neliniare, mecanica

corpurilor solide, �zica atmosferei, siguran�ta energetic�a, medicin�a �si alte domenii.

Scopul �si obiectivele lucr�arii. Scopul principal al lucr�arii const�a ��n determinarea

condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele

diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale.

Realizarea acestui scop a fost ��nso�tit de urm�atoarele obiective:

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale polinomiale plane ��n cazul necritic;

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale bidimensionale critice cu neliniarit�a�ti p�atratice, neliniarit�a�ti

cubice �si neliniarit�a�ti de gradul patru;

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale ternare polinomiale ��n cazul necritic;

� determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice neper-

turbate pentru sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Lyapunov-

Darboux;

� determinarea tuturor integralelor generale pentru sistemul diferen�tial ternar cu neli-

niarit�a�ti p�atratice de tip Darboux pe variet�a�tile descrise de o integral�a particular�a invari-
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ant�a a acestui sistem;

� determinarea condi�tiilor de stabilitate pentru unele clase de sisteme diferen�tiale

ternare generalizate de tip Lyapunov-Darboux cu neliniarit�a�ti p�atratice.

Metodologia cercet�arii �stiin�ti�ce. �In lucrare au fost aplicate metode ale teoriei

calitative a ecua�tiilor diferen�tiale, metode ale algebrelor Lie �si a teoriei comitan�tilor �si

invarian�tilor algebrici, metode ale teoriei stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de

sisteme de ecua�tii diferen�tiale, metode algebrice de calcul computa�tional.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a. P�an�a��n prezent, stabilitatea mi�sc�arii neper-

turbate descris�a de sistemele diferen�tiale a fost examinat�a folosind metodele clasice ex-

puse, de exemplu, ��n [3�6]. �In aceast�a lucrare cercet�arile �stiin�ti�ce efectuate se bazeaz�a

pe metodele din lucr�arile de mai sus, metode ale teoriei algebrelor Lie �si metode ale

invarian�tilor algebrici ��n studiul stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele

diferen�tiale polinomiale at�at plane c�at �si ternare.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a��n abordarea prin intermediul

algebrelor Lie �si algebrelor invarian�tilor a unor sisteme diferen�tiale, ceea ce a contribuit la

ob�tinerea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, ��n vederea

aplic�arii lor ulterioare la modele matematice concrete.

Semni�ca�tia teoretic�a. Rezultatele ob�tinute��n tez�a sunt noi �si reprezint�a un��nceput

de dezvoltare a unei noi abord�ari asupra utiliz�arii algebrelor Lie �si teoriei invarian�tilor al-

gebrici ��n studiul stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale bidi-

mensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, integrabilit�a�tii sistemelor ternare pe

unele variet�a�ti invariante.

Valoarea aplicativ�a a lucr�arii. Rezultatele tezei pot � folosite: ��n dezvoltarea

teoriei stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale multidimensio-

nale cu neliniarit�a�ti polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie �si teoriei invarian�tilor, ��n studiul

unor modele matematice guvernate de sisteme de ecua�tii diferen�tiale care descriu diverse

procese din �zic�a, medicin�a, biologie, chimie �s.a., ��n calitate de suport pentru elaborarea

cursurilor op�tionale universitare �si post-universitare. Un lucru caracteristic rezultatelor

din aceast�a lucrare este c�a speciali�stii, care nu sunt ini�tia�ti ��n teoria stabilit�a�tii mi�sc�arii,

pot folosi aceste rezulate av�and doar cuno�stin�te elementare ��n acest domeniu.

Rezultatele �stiin�ti�ce principale ��naintate spre sus�tinere:

� condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele

diferen�tiale plane �si ternare ��n cazul necritic;

� condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele
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diferen�tiale plane critice cu neliniarit�a�ti p�atratice, neliniarit�a�ti cubice �si neliniarit�a�ti de

gradul patru;

� condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice neperturbate pentru

sistemul diferen�tial ternar ce neliniarit�a�ti p�atratice de tip Lyapunov-Darboux;

� integralele generale pentru sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de

tip Darboux pe variet�a�tile descrise de o integral�a particular�a invariant�a a acestui sistem;

� condi�tiile de stabilitate a sistemelor diferen�tiale ternare generalizate de tip Lyapunov-

Darboux �si integralele polinomial-exponen�tiale cu condi�tii invariante pentru unele modele

matematice descrise de ecua�tii diferen�tiale ternare.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele ob�tinute ��n tez�a pot � apli-

cate:

� ��n investiga�tiile ulterioare a stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele dife-

ren�tiale plane cu neliniarit�a�ti complete de p�an�a la gradele trei �si patru;

� ��n studiul unor modele matematice, ce descriu unele procese ce �tin de dinamica

r�asp�andirii tuberculozei ��n societate sau a unor procese SIV;

� drept suport pentru teze de masterat �si pot constitui con�tinutul unor cursuri op�tionale

pentru studen�tii �si masteranzii de la specialit�a�tile matematice, �zice �si cu pro�l tehnic.

Aprobarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele principale ale lucr�arii au fost prezen-

tate �si aprobate la diverse conferin�te �si seminare �stiin�ti�ce: Third Conference of Mathe-

matical Society of Moldova IMCS-50, August 19�23, 2014, Chi�sin�au; The 23th Conference

on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2015), September 17-20, 2015, Suceava;

Conferin�ta �Stiin�ti�c�a Interna�tional�a a Doctoranzilor "Tendin�te contemporane ale dez-

volt�arii �stiin�tei: viziuni ale tinerilor cercet�atori", edi�tia a IV-a, 10 martie, 2015, Chi�sin�au;

International Conference "Mathematics and Information Tehnologies: Research and Edu-

cation" (MITRE 2015), July 2-5, 2015, Chi�sin�au; Conferin�ta �Stiin�ti�c�a Interna�tional�a

a Doctoranzilor "Tendin�te contemporane ale dezvolt�arii �stiin�tei: viziuni ale tinerilor

cercet�atori", edi�tia a V-a, 25 mai, 2016, Chi�sin�au; International Conference "Mathema-

tics and Information Tehnologies: Research and Education" (MITRE 2016), June 24�26,

2016, Chi�sin�au; The International Scienti�c Conference "Di�erential-Functional Equa-

tions and their Application", September 28-30, 2016, Chernivtsi, Ukraine; Conferin�ta

�Stiin�ti�c�a Interna�tional�a a Doctoranzilor "Tendin�te contemporane ale dezvolt�arii �stiin�tei:

viziuni ale tinerilor cercet�atori", edi�tia a VI-a, 15 iunie, 2017, Chi�sin�au; The 25th Confe-

rence on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2017), September 14-17, 2017,

Ia�si; The Fourth Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova (dedi-

cated to the centenary of V. Andrunachievici 1917-1997), June 28-July 2, 2017, Chi�sin�au;
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Seminarul "Ecua�tii Diferen�tiale" din cadrul Facult�a�tii Matematic�a �si Mecanic�a, Univer-

sitatea de Stat din Belarus, Minsk, 2015; Seminarul �stiin�ti�c "Ecua�tii Diferen�tiale �si

Algebre" din cadrul UST (2014-2017); Seminarul "Algebra �si Logica Matematic�a", 92 de

ani de la na�stere a profesorului V. Belousov, IMI, 2017; Seminarul de �Stiin�te Matematice

"P. Osm�atescu", UTM, 2017.

Publica�tii la tema tezei. Rezultatele principale ale tezei au fost publicate ��n 14

lucr�ari: 4 articole ��n reviste �stiin�ti�ce din 3 �tari (Moldova, Rom�ania, Ucraina) [8�11], 4

articole ��n culegeri �stiin�ti�ce de lucr�ari ale conferin�telor interna�tionale �si na�tionale [12�15],

6 teze �si comunic�ari la manifest�ari �stiin�ti�ce interna�tionale [16�21]; 3 articole �si 1 tez�a

sunt publicate f�ar�a coautori.

Cuvinte�cheie: sistem diferen�tial polinomial, sistem diferen�tial ternar de tip Dar-

boux (Lyapunov-Darboux), stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, algebr�a Lie, invariant,

comitant.

Volumul �si structura tezei. Teza de doctor este scris�a ��n limba rom�ana �si const�a

din introducere, patru capitole, concluzii generale �si recomand�ari, bibliogra�e (73 titluri),

125 pagini de baz�a, adnotarea ��n limbile rom�an�a, rus�a �si englez�a.

CON�TINUTUL TEZEI
�In Introducere se descrie actualitatea �si importan�ta problemei abordate, scopul �si

obiectivele tezei, noutatea �stiin�ti�c�a a rezultatelor ob�tinute, importan�ta teoretic�a �si va-

loarea aplicativ�a a lucr�arii, aprobarea rezultatelor �si sumarul compartimentelor.

�In Capitolul 1, Metode �si abord�ari practice la sistemele diferen�tiale poli-

nomiale, sunt enun�tate rezultatele clasice �si recente ce �tin de teoria calitativ�a, teoria

algebrelor Lie, metoda invarian�tilor algebrici a ecua�tiilor diferen�tiale �si teoria stabilit�a�tii

mi�sc�arii neperturbate descrise de aceste ecua�tii. Se face o analiz�a comparativ�a a situa�tiei

existente ��n domeniu, ce formeaz�a problemele de cercetare �si direc�tiile de solu�tionare ale

lor.

�In Capitolul 2, Condi�tii invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

descrise de sistemele diferen�tiale plane ([11, 12, 14, 16]), au fost ob�tinute condi�tiile

centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele diferen�tiale

plane cu neliniarit�a�ti polinomiale de orice grad ��n cazul necritic. �In clasa sistemelor

diferen�tiale plane cu neliniarit�a�ti de p�an�a la gradul patru inclusiv au fost determinate

condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate ��n cazul critic.

Fie sistemul diferen�tial bidimensional cu neliniarit�a�ti polinomiale a mi�sc�arii perturbate

ẋj = ajαx
α +

l∑
i=1

ajα1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi (j, α, α1, α2, . . . , αmi = 1, 2; l < ∞), (1)
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unde tensorul ajα1α2...αmi
este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a

convolu�tia total�a, iar Γ = {m1,m2, . . . ,ml}(mi ≥ 2) este o mul�time �nit�a de numere

naturale diferite. Coe�cien�tii �si variabilele sistemului (1) iau valori din c�ampul numerelor

reale R. Ecua�tiile de prim�a aproxima�tie a sistemului (1) vor �

ẋj = ajαx
α (j, α = 1, 2). (2)

Lema 2.1. Ecua�tia caracteristic�a a sistemului (2) este ϱ2 + L1,2ϱ + L2,2 = 0, unde

coe�cien�tii acestei ecua�tii sunt invarian�ti centroa�ni [22] �si au forma

L1,2 = −I1, L2,2 =
1

2
(I21 − I2), (3)

iar
I1 = aαα, I2 = aαβa

β
α. (4)

�In Teoremele 2.1 �si 2.2 din tez�a sunt ob�tinute condi�tiile de stabilitate a mi�sc�arii neper-

turbate ��n dependen�t�a de semnul coe�cien�tilor ecua�tiei caracteristice a sistemului (1).

Lema 2.3. Dac�a pentru sistemul (2) (sau (1)) se satisfac condi�tiile invariante I21−I2 = 0,

I1 < 0, unde I1 �si I2 sunt din (4), atunci sistemul (2), printr-o transformare centroa�n�a

poate � adus la forma ẋ1 = 0, ẋ2 = a2αx
α (α = 1, 2), �si, prin urmare, (1) se va scrie

ẋ1 =
l∑

i=1

a1α1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi , ẋ2 = a2αx

α +
l∑

i=1

a2α1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi

(α, α1, α2, . . . , αmi = 1, 2; l < ∞).

(5)

Vom examina sistemul diferen�tial cu neliniarit�a�ti p�atratice

ẋj = ajαx
α + ajαβx

αxβ (j, α, β = 1, 2), (6)

unde tensorul ajαβ este simetric dup�a indicii de jos dup�a care aici se efectueaz�a convolu�tia

total�a. Cu ajutorul unor generatori Ij �si Ki ai algebrelor Sibirschi [22], introducem

urm�atoarele expresii ale invarian�tilor �si comitan�tilor sistemului (6):

E1 = I21K1 − I1(K3 +K4) +K8, E2 = I31 (K
2
1 −K7) + 2I21 (K1K4 − 2K1K3 −K13)+

+2I1(I5K2 + 2K2
3 −K2

4 ) + 4K8(K4 −K3) + 2I2K12, E3 = I2K1 −K8 + I1(K4 −K3),

E4 = I1(K11 −K1K2) +K2(K4 −K3), E5 = K11 − I1K5,

(7)

unde

I1 = aαα, I2 = aαβa
β
α, I5 = aαpa

β
γqa

γ
αβε

pq, K1 = aααβx
β, K2 = apαx

αxqεpq,

K3 = aαβa
β
αγx

γ , K4 = aαγa
β
αβx

γ , K5 = apαβx
αxβxqεpq, K7 = aαβγa

β
αδx

γxδ,

K8 = aαγa
β
δ a

γ
αβx

δ, K11 = apαa
α
βγx

βxγxqεpq, K12 = aαβa
β
αγa

γ
δµx

δxµ, K13 = aαγa
β
αβa

γ
δµx

δxµ,

iar εpq (εpq) este bivectorul unitate cu coordonatele ε11 = ε22 = 0, ε12 = −ε21 = 1

(ε11 = ε22 = 0, ε12 = −ε21 = 1).
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Teorema 2.4. Dac�a pentru sistemul diferen�tial a mi�sc�arii perturbate (6) se satisfac

condi�tiile invariante I21 −I2 = 0, I1 < 0, atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descris�a

de sistemul de mai sus, include toate cazurile posibile ��n urm�atoarele �sase:

I. E1 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. E1 ≡ 0, E2 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

III. E1 ≡ 0, E2 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IV. E3 ≡ 0, E4E5 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. E4 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VI. E5 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimile dou�a cazuri mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari

stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate

mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima,

vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se

va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate.

�In cazul III, mai mult ca at�at, aceast�a mi�scare neperturbat�a, este �si asimptotic stabil�a.

Remarca 2.5. Din Teorema 2.4 se ob�tin condi�tiile pentru exemplul 2 a lui Lyapunov [3]

(�32), cu a11 = a12 = 0, a21 = k, a22 = −1, a111 = a, a112 = 1
2
b, a122 = c, a211 = l,

a212 = 1
2
m, a222 = n �si x1 = x, x2 = y. Aceast�a teorem�a, ne exprim�a o generalizare

invariant�a a condi�tiilor de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descris�a de sistemul general

(6), ce con�tine un caz particular, exemplul 2 din [3].

�In §2.5 se examineaz�a sistemul diferen�tial al mi�sc�arii perturbate cu neliniarit�a�ti cubice

ẋ = cx+ dy + px3 + 3qx2y + 3rxy2 + sy3,

ẏ = ex+ fy + tx3 + 3ux2y + 3vxy2 + wy3,
(8)

unde c, d, e, f, p, q, r, s, t, u, v, w sunt coe�cien�ti reali arbitrari, av�and nota�tiile x1 = x,

a11 = c, a12 = d, a1111 = p, a1112 = q, a1122 = r, a1222 = s, x2 = y, a21 = e, a22 = f, a2111 = t, a2112 =

u, a2122 = v, a2222 = w. Introducem urm�atoarele nota�tii:

F1 = K1(J6 − J1J3) + J1[J
2
1K2 − J1(Q2 +Q3) +Q4], F2 = J6 − J1J3, F5 = Q1,

F3 = K1[J3K1 − J1(J1K2 + 2Q2 −Q3) +Q4] + J2
1 (J1K3 +Q1), F4 = J1K2 −Q2,

(9)

unde

J1 ≡ I1 = aαα, J2 ≡ I2 = aαβa
β
α, J3 = aαπa

β
kαβε

πk, J6 = aαπa
β
γa

γ
kαβε

πk,

K1 = aαβx
βxγεαγ, K2 = aααβγx

βxγ, K3 = aπαβγx
αxβxγxkεπk,

Q1 = aπαa
k
βγδx

αxβxγxδεπk, Q2 = aαβa
β
αγδx

γxδ, Q3 = aαγa
β
αβδx

γxδ, Q4 = aαγa
β
δ a

γ
αβηx

δxη.
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Teorema 2.5. Dac�a pentru sistemul diferen�tial al mi�sc�arii perturbate (8) se satisfac

condi�tiile J2
1 − J2 = 0, J1 < 0, atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, descris�a de

sistemul men�tionat mai sus, include toate cazurile posibile ��n urm�atoarele zece:

I. F1 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. F1 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

III. F1 ≡ 0, F2F3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. F1 ≡ 0, F2F3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

V. F1 ≡ 0, F2 = 0, F3 ̸≡ 0, F4 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VI. F1 ≡ 0, F2 = 0, F3 ̸≡ 0, F4 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VII. F1 ≡ 0, F2 = 0, F4 ≡ 0, F3F5 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VIII. F1 ≡ 0, F2 = 0, F4 ≡ 0, F3F5 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IX. F3 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

X. F5 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimile dou�a cazuri mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari

stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci

toate mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe

ultima, vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare per-

turbat�a se va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei

men�tionate. Mai mult ca at�at, ��n cazurile II, IV, V I, V III aceast�a mi�scare neperturbat�a

este �si asimptotic stabil�a.

�In §2.6 se examineaz�a sistemul diferen�tial al mi�sc�arii perturbate de forma

ẋ = cx+ dy + gx4 + 4hx3y + 6kx2y2 + 4lxy3 +my4,

ẏ = ex+ fy + nx4 + 4px3y + 6qx2y2 + 4rxy3 + sy4,
(10)

unde c, d, e, f, g, h, k, l,m, n, p, q, r, s sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

�In [23] este ar�atat, dac�a φ �si ψ sunt comitan�ti omogeni de gradul ρ1 �si ρ2, respectiv

de la variabilele de faz�a x �si y a unui sistem diferen�tial bidimensional polinomial, atunci

transvectantul

(φ, ψ)(j) =
(ρ1 − j)(ρ2 − j)

ρ1!ρ2!

j∑
i=0

(−1)j

(
j

i

)
∂jφ

∂xj−i∂yi
∂jψ

∂xi∂yj−i
(11)

tot este un comitant al acestui sistem. �In lucr�arile lui Iu. Calin, vezi de exemplu [23],

se arat�a cu ajutorul transvectantului (11), pentru sistemul dat, pot � construi�ti to�ti

generatorii algebrelor Sibirschi a comitan�tilor �si invarian�tilor oric�arui sistem de tipul (1).
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Not�am omogenit�a�tile din membrii drep�ti ai sistemului (10) ��n felul urm�ator:

P1(x, y) = cx+ dy, P4(x, y) = gx4 + 4hx3y + 6kx2y2 + 4lxy3 +my4,

Q1(x, y) = ex+ fy, Q4(x, y) = nx4 + 4px3y + 6qx2y2 + 4rxy3 + sy4.
(12)

�In conformitate cu [24], scriem urm�atorii comitan�ti ai sistemului (10)

Ri = Pi(x, y)y −Qi(x, y)x, Si =
1

i
(
∂Pi(x, y)

∂x
+
∂Qi(x, y)

∂y
), (i = 1, 4). (13)

�In continuare vom avea nevoie de urm�atorii comitan�ti �si invarian�ti din [24], ai sistemu-

lui (10), construi�ti cu ajutorul opera�tiilor (11) �si (13):

I1 = S1, I2 = (R1, R1)
(2), K1 = R4, K2 = S4, Q1 = R1, Q2 = S1,

Q3 = (R4, R1)
(2), Q4 = (R4, R1)

(1), Q5 = (S4, S1)
(2), Q6 = (S4, R1)

(1),

Q19 = JR4, R1)
(2), R1)

(2), Q20 = JR4, R1)
(2), R1)

(1),

Q21 = JS4, R1)
(2), R1)

(1), Q43 = JR4, R1)
(2), R1)

(2), R1)
(1),

(14)

unde semnul �J� ��nlocuie�ste toate parantezele rotunde ale transvectan�tilor, ce sunt nece-
sare s�a �e scrise ��n st�anga. Consider�am urm�atoarele expresii, formate din comitan�tii �si

invarian�tii din (14) pentru sistemul (10), ce se vor scrie sub urm�atoarea form�a, cu nota�tiile:

H1 = Q1[Q2(15Q19 − 8Q21)− 10Q43 + 12I21Q5] +Q2
2[Q2(4K2Q2 + 5Q3 − 8Q6)− 10Q20],

H2 = 5Q3
2(K1Q2 − 2Q4) + 2Q2

1(5Q19 + 4Q21−6Q2Q5)− 4Q1Q2[Q2(K2Q2 − 5Q3−

−2Q6)+ 5Q20],H3 = Q2(5Q19 − 6Q21 + 3Q2Q5)− 10Q43,H4 = 5I1Q5 + 10Q19 − 2Q21,

H5 = Q1, H6 = 5I1K2 + 10Q3 − 6Q6, H7 = 8K2Q1 − 5K1Q2 − 10Q4.

(15)

Teorema 2.6. Dac�a pentru sistemul diferen�tial al mi�sc�arilor perturbate (10), se satisfac

condi�tiile I21 − I2 = 0, I1 < 0, unde I1 �si I2 sunt din (4), atunci stabilitatea mi�sc�arii

neperturbate a sistemului men�tionat mai sus, include toate cazurile posibile ��n urm�atoatele

nou�a:

I. H1 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. H1 ≡ 0, H2H3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

III. H1 ≡ 0, H2H3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IV. H1 ≡ H3 ≡ 0, H2H4 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. H1 ≡ H3 ≡ H4 ≡ 0, H2H5H6 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VI. H1 ≡ H3 ≡ H4 ≡ 0, H2H5H6 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VII. H1 ≡ H3 ≡ H4 ≡ H6 ≡ 0, H2H7 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

VIII. H2 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

IX. H7 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.
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�In ultimile dou�a cazuri, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari

stabilizate (sta�tionare), la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate

mi�sc�arile acestei serii, destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima,

vor � stabile. �In acest caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se

va apropia asimptotic c�atre una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate.

Mai mult ca at�at, ��n cazurile III �si VI aceast�a mi�scare neperturbat�a este �si asimptotic

stabil�a [6].

�In Capitolul 3, Invarian�ti �si comitan�ti ��n determinarea stabilit�a�tii mi�sc�arii

neperturbate �si a integrabilit�a�tii sistemelor diferen�tiale ternare ([9, 10, 17, 20]),

au fost determinate condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale ��n cazul necritic. Au

fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate pentru

sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Darboux ��n cazul critic, c�and

ecua�tia caracteristic�a a p�ar�tii liniare a sistemului dat posed�a o r�ad�acin�a nul�a sau dou�a

r�ad�acini pur imaginare. Au fost construite algebrele Lie pentru sistemele diferen�tiale

ternare de tip Darboux cu neliniarit�a�ti p�atratice �si integralele generale pentru toate sis-

temele de acest tip, ce se a��a pe variet�a�tile invariante determinate de o integral�a parti-

cular�a a sistemului general de tip Darboux cu neliniarit�a�ti p�atratice.

Fie sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti polinomiale a mi�sc�arii neperturbate (vezi,

de exemplu, [1] sau [2]) de forma

ẋj = ajαx
α +

l∑
i=1

ajα1α2...αmi
xα1xα2 . . . xαmi (j, α, α1, α2, . . . , αmi

= 1, 3; l <∞), (16)

unde tensorul ajα1α2...αmi
este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a

convolu�tia total�a. Un rol important ��n studiul sistemelor ternare (16) ��l joac�a comitantul

σ1 = aαµa
β
δ a

γ
αx

δxµxνεβγν (β, γ, ν = 1, 3)) (17)

din [1], ce este o integral�a particular�a a sistemului

ẋj = ajαx
α (j, α = 1, 3) (18)

de prim�a aproxima�tie ([3], [4]) pentru sistemul (16).

Ecua�tia caracteristic�a, a sistemului (18), se va scrie

ϱ3 + L1,3ϱ
2 + L2,3ϱ+ L3,3 = 0,

unde coe�cien�tii acestei ecua�tii sunt invarian�ti centroa�ni �si au forma

L1,3 = −θ1, L2,3 =
1

2
(θ2 − θ21), L3,3 = −1

6
(θ31 − 3θ1θ2 + 2θ3), (19)
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iar expresiile lor con�tin

θ1 = aαα, θ2 = aαβa
β
α, θ3 = aαγa

β
αa

γ
β. (20)

�In Teoremele 3.1 �si 3.2 din tez�a sunt ob�tinute condi�tiile de stabilitate a mi�sc�arii neper-

turbate ��n dependen�t�a de semnul expresiilor de la coe�cien�tii ecua�tiei caracteristice a

sistemului (16).

�In §3.4 − §3.6 se determin�a condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii

neperturbate pentru sistemul diferen�tial ternar cu neliniarit�a�ti p�atratice, de forma

ẋj = ajαx
α + ajαβx

αxβ (j, α, β = 1, 3), (21)

unde tensorul ajαβ este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a convolu�tia

total�a.

�In continuare vom avea nevoie de comitan�tii sistemului (21)

p1 = aααβx
β, p8 = aαβa

β
αγx

γ, p9 = aαγa
β
βαx

γ, p10 = aαγa
β
αa

γ
βδx

δ,

unde p1, p8 − p10 sunt din [1]. Calcul�and ace�sti comitan�ti �si invarian�tii θ1 �si θ2 din (20),

pentru sistemul (21) ob�tinem

3θ2p1 − 4θ1p8 + 3θ1p9 − 8p10 = −8[g(nq −mr) + h(rs− np) + k(mp− qs)]x. (22)

Teorema 3.6. Dac�a pentru sistemul (21) a mi�sc�arii neperturbate se satisfac condi�tiile

invariante L1,3 > 0, L2,3 > 0, L3,3 = 0, unde Li,3 (i = 1, 3) sunt din (19), �si

η = aαβγx
βxγxδyµεαδµ ≡ 0, (23)

atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate descris�a de acest sistem, include toate cazurile

posibile ��n urm�atoarele dou�a:

I. 3θ2p1 − 4θ1p8 + 3θ1p9 − 8p10 ̸≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. 3θ2p1 − 4θ1p8 + 3θ1p9 − 8p10 ≡ 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.

�In ultimul caz, exist�a o serie continu�a de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare), la care

apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii, destul

de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest caz,

pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic c�atre

una din mi�sc�arile stabilizate (sta�tionare) a seriei men�tionate.

Lema 3.10. Sistemul (21) poate � adus, printr-o transformare centroa�n�a, la forma

Lyapunov-Darboux

ẋ1 = −λx2 + 2x1(a111x
1 + a112x

2 + a113x
3), ẋ2 = λx1 + 2x2(a111x

1 + a112x
2 + a113x

3),

ẋ3 = x2 − L1,3x
3 + 2x3(a111x

1 + a112x
2 + a113x

3),
(24)
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dac�a �si numai dac�a au loc condi�tiile centroa�n-invariante σ1 ̸≡ 0, η ≡ 0, L1,3L2,3 = L3,3,

unde λ2 = L2,3 (L2,3 > 0), iar σ1 din (17), Li,3 (i = 1, 3) din (19) �si η din (23).

Sistemului (24) admite o algebr�a Lie tridimensional�a comutativ�a. Cu ajutorul acestei

algebre ob�tinem

Teorema 3.8. Pentru sistemul (24) una din integralele prime are forma

F1 ≡
f1
f 2
2

= C1,

unde

f1 = (x1)2 + (x2)2, f2 = −λL1,3 + 2(k + hL1,3)x
1 − 2gL1,3x

2 + 2λkx3.

La fel, cu ajutorul algebrei Lie admise de sistemul (24) pentru L1,3 = 0, avem

Teorema 3.10. Sistemul (24) pentru L1,3 = 0 posed�a integrala general�a compus�a din

urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡
(x1)2 + (x2)2

(x1 + λx3)2
= C1, F2 ≡

λ2 + 2kx1 + 2(λg − k)x2 + 2λ(k + λh)x3

x1 + λx3
+ 2k arctg

x2

x1
= C2.

�In Teoremele 3.11-3.21 din tez�a au fost ob�tinute integralele generale a sistemului ternar

de tip Darboux

ẋj = αj
αx

α + 2xj(gx1 + hx2 + kx3) (j = 1, 3). (25)

pentru toate cele 11 cazuri determinate de condi�tiile invariante σ1 ≡ 0 din (17) (lema 9.1

din [1]) �si κ2q1 ̸≡ 0, unde q1 = aαβγx
βxγuα, κ2 = aαβx

βuα din [1]. Vom men�tiona c�a σ1 este

o integral�a particular�a a sistemului (25). Pentru ilustrare vom aduce integrala general�a

doar ��n cazul (xi) din tez�a.

Teorema 3.21, (xi). Dac�a coe�cien�tii p�ar�tii liniare a sistemului ternar de tip Darboux

(25) satisfac condi�tiilor a21 = a31 = 0; a32 ̸= 0; a13 =
a12(a

3
3−a11)

a32
; a23 =

(a11−a22)(a
1
1−a33)

a32
cu κ2q1 ̸≡0,

atunci integrala general�a a acestui sistem cu nota�tiile x = x1, y = x2, z = x3 const�a din

urm�atoarele dou�a integrale prime:

F1 ≡ (a32x− a12z)[a
3
2y + (a11 − a22)z]

−1 = C1,

F2 ≡ (a32x− a12z)
a11−a22−a33 [a32y − (a11 − a33)z]

a11Φ−2a11+a22+a33 = C2,

unde

Φ = a32(a
1
1−a22−a33)(a11+2gx)+2a32(a

1
2g−a33h+a32k)y+2[−a12(a11−a33)g+a11(a11−a22−a33)h+

+a22(a
3
3h− a32k)]z.

�In toate cele 11 cazuri au fost construite algebrele Lie admise de sistemul diferen�tial

ternar de tip Darboux (25) cu ajutorul c�arora au fost construite integralele prime.
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�In Capitolul 4, Probleme de integrabilitate �si stabilitate pentru sistemul

ternar generalizat de tip Lyapunov�Darboux ([8, 13, 18, 19, 21]), au fost ob�tinute

condi�tiile centroa�n-invariante, c�and un sistem cu neliniarit�a�ti p�atratice posed�a ��n p�ar�tile

p�atratice un factor comun. A�sa sisteme au fost numite sisteme diferen�tiale generalizate

de tip Darboux. Au fost examinate unele cazuri de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate

pentru aceste sisteme, c�and partea liniar�a posed�a forma Lyapunov �si sunt aproape de

unele modele matematice din medicin�a. Au fost construite integralele prime polinomial-

exponen�tiale cu condi�tii invariante pentru unele modele matematice descrise de sisteme

diferen�tiale ternare.

Fie sistemul diferen�tial cu neliniarit�a�ti p�atratice de forma

ẋj = ajαx
α + ajαβx

αxβ (j, α, β = 1, 3), (26)

unde tensorul ajαβ este simetric dup�a indicii de jos, dup�a care aici se efectueaz�a convolu�tia

total�a. Coe�cien�tii �si variabilele acestui sistem iau valori din c�ampul numerelor reale R.
�In baza formulei lui Hermit [26], despre rezultantul a trei forme p�atratice ternare

R = SF − 16Sf, (27)

ob�tinem rezultantul R a p�ar�tilor p�atratice din membrii drep�ti ai sistemului (26), unde

f =
1

6
p5, F =

1

6
[3(r3 − r5 + r6)− r2], (28)

�si S este din [27], iar comitantul p5 �si contravarian�tii r2, r3, r5, r6 sunt din [1].

Teorema 4.1. Pentru ca p�ar�tile p�atratice din membrii drep�ti ai sistemului (26) s�a con�tin�a

un factor liniar comun este necesar �si su�cient ca rezultantul R din (27), s�a �e nul.

Presupunem c�a p�ar�tile p�atratice din membrii drep�ti ai sistemului (26) au forma

P2 = a1αβx
αxβ, Q2 = a2αβx

αxβ, R2 = a3αβx
αxβ (α, β = 1, 2, 3), (29)

�si se descompun ��ntr-un produs de doi factori liniari, dintre care unul este comun.

Teorema 4.2. Fie fF ̸≡ 0 pentru f �si F din (28). Atunci pentru ca ��n p�ar�tile p�atratice

(29) a membrilor drep�ti ai sistemului (26) s�a existe un factor comun cu coe�cien�ti reali

este necesar �si su�cient s�a se satisfac�a urm�atoarele condi�tii invariante (��n raport cu grupul

centroa�n GL(3,R)):

r2|
u2 = 0
u3 = 0

= r2|
u1 = 0
u3 = 0

= r2|
u1 = 0
u2 = 0

= 0, R = Rez(P2, Q2, R2) = 0,
(30)

unde r2 = D1(u1)
3 +D2(u2)

3 +D3(u3)
3 + · · · este din [1], iar R din (27) cu P2, Q2 �si R2

din (29).
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Corolarul 4.1. �In condi�tiile Teoremei 4.2, sistemul (26) printr-o transformare cen-

troa�n�a, poate � adus la una din formele

ẋ1 = a1αx
α + x1(q1x

1 + q2x
2 + q3x

3), ẋ2 = a2αx
α + x1(s1x

1 + s2x
2 + s3x

3),

ẋ3 = a3αx
α + x1(n1x

1 + n2x
2 + n3x

3).
(31)

Sistemul (31) admite o algebr�a Lie L7, care nu este rezolubil�a.

�In §4.3 se determin�a integralele polinomial-exponen�tiale de gradul nu mai mare ca

doi pentru forma canonic�a a sistemului generalizat ternar de tip Lyapunov-Darboux, ce

corespunde sistemului ternar (26), c�and σ1 ̸≡ 0 din (17), de forma

ẋ = −λy + x(g1x+ 2h1y + 2k1z), ẏ = λx+ x(g2x+ 2h2y + 2k2z),

ż = y + nz + x(g3x+ 2h3y + 2k3z),
(32)

unde λ2 = L2,3 > 0, n ≡ −L1,3 ̸= 0, iar L2,3 �si L1,3 sunt din (19). Men�tion�am c�a acest

sistem, ��n unele condi�tii, are ca proiec�tii sistemul de tip Darboux [1], sistemul Lorentz [28],

sistemul dinamicii r�asp�andirii tuberculozei [29,30] �si sistemul SIV [31].

S-a examinat integrala prim�a polinomial-exponen�tial�a a sistemului (32) de forma

F = F2(x, y, z)e
µt, unde F2(x, y, z) ≡ a + b1x + b2y + b3z + c1x

2 + c2y
2 + c3z

2 + 2c4xy +

2c5xz+2c6yz, iar v = (−λ, λ, 1, n, g1, h1, k1, g2, h2, k2, g3, h3, k3) � vectorul acestui sistemu.

�In Teorema 4.3 au fost ob�tinute integralele prime polinomial-exponen�tiale de grad nu

mai mare ca doi, pentru sistemul (32). Pentru ilustrare, vom aduce doar setul (vii) din

tez�a.

Teorema 4.3, (vii). Integrala prim�a polinomial-exponen�tial�a de grad nu mai mare ca doi

a sistemului Lyaponuv-Darboux (32), dat�a de vectorul v = (−λ, λ, 1, n,−2h2,
2
n
h2λ, 0, g2, h2,

0,− n
(n2+λ2)(2h2(n2+2λ2)+g2nλ)

(g2h2n
2 + g22nλ+ (4h2h3λ− g2h3n)(n

2 + λ2)), h3, 0), are forma

F = 1
nλ(2h2(n2+2λ2)+g2nλ)

((g2h2nx
2 − 4h22y

2λ+ 4h22nxy + 2h2n
2y + 2h2nxλ)(n

2 + 2λ2) +

+ (g2h3n
2x2 − 4h2h3ny

2λ+ g2n
2zλ+ 4h2h3n

2xy)(n2 + λ2) + 2h2n
5z + g2n

2λ(ny + xλ) +

+ 2h2nzλ
2(3n2 + 2λ2))e−nt.

�In §4.4 se examineaz�a sistemul dinamicii rasp�andirii epidemiei tuberculozei ([29], [32])

Ṡ = τ − µS − βST, L̇ = −δL− µL+ (1− p)βST, Ṫ = δL− (µ+ ν)T + pβST, (33)

care, conform Teoremei 4.4, admite o algebr�a Lie bidimensional�a necomutativ�a de ope-

ratori. Pentru acest sistem s-au determinat integralele prime polinomial-exponen�tiale de

forma Iq(S, L, T, t) = Pq(S, L, T )e
λt (q ≤ 3), unde Pq(S, L, T ) = a+ bS+ cL+ dT + eS2+

fL2 + gT 2 +2hSL+2kST +2lLT +mS3 +3nS2L+3oS2T +3qSL2 +3rSLT +3sST 2 +

uL3 + 3vL2T + 3wLT 2 + zT 3, prezentate ��n urm�atorul tabel:
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Tabelul 4.4-4.5. Integralele prime ale sistemului (33) c�and q ≤ 3

(τ, β, µ, δ, ν, p) Integralele prime

(τ, β, µ, pν, ν, p) I
(1)
1 = (L+ p−1

p
T )et(µ+ν)

(τ, β, µ, δ, ν, 1) I
(2)
1 = Let(δ+µ)

(τ, β, µ,−µ, ν, 1) I
(1)
2 = a+ L(c+ fL)

(τ, β, µ,−pµ,−µ, p) I
(2)
2 = a+ (L+ p−1

p
T )(c+ f(L+ p−1

p
T ))

(τ, µ(ν
2−µ2)
ντ

, µ,−ν, ν, 0) I
(3)
2 = ((ν2−µ2)((L+S)2+2T (L+S))/(2µτ)+ (L+ S + T )+

+Tν/µ− Sν2/µ2 − τ/(2µ) + ν2τ/(2µ3))e2tµ

(τ, β, µ,−µ, ν, 1) I
(1)
3 = L(c+ fL+ L2u)

(τ, β, µ, δ, ν, 1) I
(2)
3 = 1

p3
(ap3 + cp2(Lp− T + pT ) + f(Lp− T + pT )2+

+u(Lp− T + pT )3.

�In §4.5 se studiaz�a sistemul diferen�tial ternar critic cu neliniarit�a�ti p�atratice de forma

ẋ = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + 2a4xy + 2a5xz + 2a6yz,

ẏ = px+ qy + rz + b1x
2 + b2y

2 + b3z
2 + 2b4xy + 2b5xz + 2b6yz,

ż = sx+my + nz + c1x
2 + c2y

2 + c3z
2 + 2c4xy + 2c5xz + 2c6yz,

(34)

unde p, q, r, s,m, n, ai, bi, ci (i = 1, 6) sunt coe�cien�ti reali arbitrari. �In Lema 4.2 s-au

ob�tinut expresiile care determin�a stabilitatea mi�sc�arii neperturbate a sistemului (34). S-

au examinat c�ateva cazuri de sisteme ternare de forma canonic�a critic�a Lyapunov (34):

Exemplul 4.1. (Sistemul dinamicii r�asp�andirii tuberculozei) Fie sistemul dinam-

icii r�asp�andirii tuberculozei (33), care prin transform�arile a�ne x = τ − µS, y = L, z = T

(µ ̸= 0) �si centroa�ne x̄ = −ey + cz, ȳ = y, z̄ = x+ z (c ≠ 0), se aduce la forma critic�a de

tip Lyapunov

ẋ =
2(ck − eh)

c2
(−x2 − 2exy + cxz − e2y2 + ceyz);

ẏ =
d

c
x+ (c+

de

c
)y +

2h

c2
(−x2 − 2exy + cxz − e2y2 + ceyz); (35)

ż =
−a+ f + b

c
x+

(−a+ c+ f + b)e

c
y + az +

2(g + k)

c2
(−x2 − 2exy + cxz − e2y2 + ceyz),

cu −a − c − f > 0, a(c + f) > 0 conform teoremei lui Hurwitz, iar a = −µ ̸= 0, b = βτ,

c = −δ−µ, d= (1−p)βτ
µ

, e=δ, f= pβτ
µ

−µ−µT , g=−β
2
, h=− (1−p)β

2µ
, k=−pβ

2µ
, �si cf − de = 0.

Remarca 4.3. Dac�a a+c+f < 0 �si a(c+f) > 0, atunci stabilitatea mi�sc�arii neperturbate

guvernat�a de sistemul (35) include toate cazurile posibile ��n urm�atoarele dou�a:

I. (−1+cB1−eA1)(1+eA1)(−eh+ck) ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. (−1+cB1−eA1)(1+eA1)(−eh+ck) = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a.
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Urm�atoarele exemple de sisteme ternare critice de tip Lyapunov (34), cu 6 parametri,

generalizeaz�a Exemplul 1 din [3] (�32), care ��n ecua�tia critic�a are 2 parametri.

Exemplul 4.3. Fie sistemul diferen�tial ternar, cu 6 parametri ��n ecua�tia critic�a

ẋ = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + 2a4xy + 2a5xz + 2a6yz,

ẏ = x− y + (x− y + 2z)(−x+ y + z), ż = x− z + (x+ 2y − z)(−x+ y + z),
(36)

unde ai (i = 1, 6) sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Remarca 4.5. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate guvernat�a de sistemul (36) include toate

cazurile posibile ��n urm�atoarele cinci:

I. L1 ̸= L2, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. L1 = L2, L3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

III. L1 = L2, L3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. L1 = L2, L3 = 0, L4 ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. a2 + a3 + 2a6 = a1 = 0, a4 = −a5, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

unde L1 = a2 + a3 + 2a6;L2 = −a1 − 2(a4 + a5);L3 = −a1 − (a4 + a5);L4 = −(a4 + a5).

Exemplul 4.4. Fie sistemul diferen�tial ternar, cu 6 parametri ��n ecua�tia critic�a, dintre

care trei formeaz�a factorul comun al p�ar�tii p�atratice, de forma

ẋ = (a1x+ b1y + c1z)(ax+ by + cz), ẏ = x− y + (x− y + 2z)(ax+ by + cz),

ż = x− z + (x+ 2y − z)(ax+ by + cz),
(37)

unde a, b, c, a1, b1, c1 sunt coe�cien�ti reali arbitrari.

Remarca 4.6. Stabilitatea mi�sc�arii neperturbate guvernat�a de sistemul (37) include toate

cazurile posibile ��n urm�atoarele �sase:

I. M1M2 ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

II. M2 = 0, M1M3 < 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

III. M2 = 0, M1M3 > 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

IV. M1M4 ̸= 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este instabil�a;

V. M4 = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

VI. M1 = 0, atunci mi�scarea neperturbat�a este stabil�a;

unde M1 = a+b+c; M2 = a1+b1+c1; M3 = −aa1+(b+c)(b1+c1); M4 = (b+c)(b1+c1).

Observa�tie. �In cazul II al Remarcii 4.3, cazul V al Remarcii 4.5 �si cazul VI al Remarcii

4.6, mi�scarea neperturbat�a apar�tine unei serii continui de mi�sc�ari stabilizate (sta�tionare),

la care apar�tine �si mi�scarea neperturbat�a examinat�a �si atunci toate mi�sc�arile acestei serii,

destul de apropiate de cea neperturbat�a incluz�and-o �si pe ultima, vor � stabile. �In acest

caz, pentru perturb�ari destul de mici orice mi�scare perturbat�a se va apropia asimptotic

c�atre una din mi�sc�arile stabilizate a seriei men�tionate. Mai mult ca at�at, mi�scarea a II-a

din Remarcile 4.5 �si 4.6 este �si asimptotic stabil�a [6].
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CONCLUZII GENERALE �SI RECOMAND�ARI

�In lucrare, din punct de vedere a teoriei calitative a ecua�tiilor diferen�tiale, a fost

studiat�a stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, descrise de sisteme diferen�tiale plane �si ternare

cu membrii drep�ti polinoame. Pentru prima dat�a ��n aceste cercet�ari au fost folosite teoria

algebrelor Lie �si metoda invarian�tilor algebrici a ecua�tiilor difern�tiale, fondat�a la Chi�sin�au

de academicianul Constantin Sibirschi.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a��n abordarea prin intermediul

algebrelor Lie �si algebrelor invarian�tilor a unor sisteme diferen�tiale, ceea ce a contribuit la

ob�tinerea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, ��n vederea

aplic�arii lor ulterioare la modele matematice concrete. Rezultatele cercet�arilor elaborate

ne permit de a efectua urm�atoarele concluzii �si recomand�ari:

Concluzii generale:

1. �In teza de fa�t�a, pentru prima dat�a s-a formulat �si s-a rezolvat problema determin�arii

condi�tiilor centroa�n-invarinte de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate ��n clasa sistemelor

diferen�tiale plane cu neliniarit�a�ti de p�an�a la gradul patru, ceea ce reprezint�a pentru viitor

un pas important ��n studiul calitativ al acestor sisteme ([11,12,14,16]);

2. Au fost ob�tinute condi�tiile centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii periodice

neperturbate pentru sistemele diferen�tiale ternare cu neliniarit�a�ti p�atratice de tip Darboux

�si construite integralele generale �si algebrele Lie pentru toate sistemele de acest tip ce se

a��a pe variet�a�tile invariante, descrise de o integral�a particular�a ��nvariant�a proprie acestui

sistem ([9, 10,15,17,20]);

3. A fost construit�a o form�a canonic�a a sitemului ternar generalizat de tip Lyapunov-

Darboux �si ob�tinute integralele polinomial exponen�tiale pentru acest sistem. Au fost

construite exemple de sisteme ternare generalizate de tip Lyapunov-Darboux ��n cazul

critic �si ob�tinute condi�tiile de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate. Unele din sistemele

studiate au ca proiec�tii modele matematice din medicin�a ([8, 13,18,19,21]).

Recomand�ari:

Rezultatele ob�tinute �si metodele elaborate pot � folosite:

� la studierea stabilita�tii mi�scarii neperturbate��n cazul critic pentru sistemele diferen�ti-

ale plane cu neliniarit�a�ti polinomiale complete p�an�a la gradul trei sau patru inclusiv;

� la studierea stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate pentru sistemele diferen�tiale ternare

de tip Darboux cu neliniarit�a�ti de gradul trei �si patru;

� la investigarea diferitor modele matematice din medicin�a, biologie, mecanic�a �s.a.;

� ��n programele cursurilor op�tionale a facult�a�tilor universitare cu pro�l real.
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ADNOTARE

la teza �Algebre Lie �si invarian�ti la sisteme diferen�tiale cu proiec�tii pe unele modele mate-

matice�, prezentat�a de c�atre Neagu Natalia pentru ob�tinerea gradului de doctor ��n �stiin�te

matematice la specialitatea 111.02 - ecua�tii diferen�tiale.

Teza a fost elaborat�a la Universitatea de Stat din Tiraspol (Chi�sin�au) ��n anul 2017.

Lucrarea este scris�a ��n limba rom�an�a �si cuprinde: introducere, 4 capitole, concluzii ge-

nerale �si recomand�ari, bibliogra�e (73 titluri), 125 pagini de baz�a. La tema tezei sunt

publicate 14 lucr�ari �stiin�ti�ce.

Cuvinte�cheie: sistem diferen�tial polinomial, sistem diferen�tial ternar de tip Dar-

boux (Lyapunov-Darboux), stabilitatea mi�sc�arii neperturbate, algebr�a Lie, invariant,

comitant.

Domeniul de studiu al tezei: teoria calitativ�a a sistemelor dinamice, integrabili-

tatea sistemelor diferen�tiale polinomiale, stabilitatea mi�sc�arii neperturbate.

Scopul �si obiectivele lucr�arii: determinarea condi�tiilor centroa�n-invariante de

stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si

ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale; examinarea cazurilor necritice �si critice pentru sis-

temele men�tionate; integrabilitatea sistemelor diferen�tiale ternare de tip Darboux �si de

tip Lyapunov-Darboux.

Noutatea �si originalitatea �stiin�ti�c�a const�a ��n aceea, c�a pentru prima dat�a au

fost utilizate metodele algebrelor Lie �si a teoriei invarian�tilor �si comitan�tilor algebrici ��n

studiul stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate, descrise de sistemele diferen�tiale bidimensionale

�si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale.

Problema �stiin�ti�c�a important�a solu�tionat�a const�a��n abordarea prin intermediul

algebrelor Lie �si algebrelor invarian�tilor a unor sisteme diferen�tiale, ceea ce a contribuit la

ob�tinerea condi�tiilor centroa�n-invariante de stabilitate a mi�sc�arii neperturbate descrise

de sistemele diferen�tiale bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, ��n vederea

aplic�arii lor ulterioare la modele matematice concrete.

Semni�ca�tia teoretic�a. Rezultatele ob�tinute��n tez�a sunt noi �si reprezint�a un��nceput

de dezvoltare a unei noi abord�ari asupra utiliz�arii algebrelor Lie �si teoriei invarian�tilor

algebrici ��n studiul stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele diferen�tiale

bidimensionale �si ternare cu neliniarit�a�ti polinomiale, integrabilit�a�tii sistemelor ternare

pe unele variet�a�ti invariante.

Implementarea rezultatelor �stiin�ti�ce. Rezultatele tezei pot � folosite ��n dez-

voltarea de mai departe a teoriei stabilit�a�tii mi�sc�arii neperturbate descrise de sistemele

diferen�tiale multidimensionale cu neliniarit�a�ti polinomiale cu ajutorul algebrelor Lie �si

teoriei invarian�tilor; pot � utilizate��n studiul modelelor matematice ce sunt date de ecua�tii

diferen�tiale care descriu diverse procese din �zic�a, medicin�a, biologie, chimie, economie

�s.a.; pot servi drept suport pentru tezele de masterat �si la elaborarea cursurilor op�tionale

universitare �si post-universitare.
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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

äèññåðòàöèè "Àëãåáðû Ëè è èíâàðèàíòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïðîåêöèÿìè íà

íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè", ïðåäñòàâëåííîé Íÿãó Íàòàëüeé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé

ñòåïåíè äîêòîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 111.02 - äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ. Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â Òèðàñïîëüñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå (Êèøèíýó)

â 2017 ãîäó íà ðóìûíñêîì ÿçûêå è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, îáùèõ âûâîäîâ è

ðåêîìåíäàöèé, áèáëèîãðàôèè (73 ðàáîòà), 125 ñòðàíèö îñíîâíîãî òåêñòà. Îñíîâíûå ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 14 íàó÷íûõ ðàáîòàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìèàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, òðåõìåðíàÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà âèäà Äàðáó (Ëÿïóíîâà-Äàðáó), óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæå-

íèÿ, àëãåáðà Ëè, èíâàðèàíò, êîìèòàíò.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ: êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èíòåãðèðóåìîñòü

ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèè.

Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèè: íàõîæäåíèå öåíòðîàôôèííî-èíâàðèàíòíûõ óñëîâèè

óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îïèñàííûå äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè; èññëåäîâàíèå êðèòè÷åñêèõ è íåêðè-

òè÷åñêèõ ñëó÷àåâ äëÿ äàííûõ ñèñòåì; èíòåãðèðóåìîñòü òðåõìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñèñòåì âèäà Äàðáó è âèäà Ëÿïóíîâà-Äàðáó.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ îðèãèíàëüíîñòü. Âïåðâûå áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáð

Ëè, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è êîìèòàíòîâ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè

íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îïèñàííîãî äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè

ñèñòåìàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè.

Ãëàâíàÿ ðåøåííàÿ íàó÷íàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ïîñðåäñòâîì àëãåáð Ëè è

àëãåáð èíâàðèàíòîâ íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ÷òî ñïîñîáñòâóåò íàõîæäåíèþ

öåíòðîàôôèííî-èíâàðèàíòíûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, îïèñàí-

íîãî äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè

÷àñòÿìè, ÷òî ïîçâîëèò èõ äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ê êîíêðåòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì.

Òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû íîâûå

ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íà÷àëîì íîâîãî ïîäõîäà â èñïîëüçîâàíèè àëãåáð Ëè è òåîðèè

àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è êîìèòàíòîâ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåí-

íîãî äâèæåíèÿ îïèñàííîãî äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè, èíòåãðèðóåìîñòè òðåõìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà

íåêîòîðûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ðåàëèçàöèÿ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-

íû ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè òåîðèè óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ

àëãåáð Ëè è òåîðèè èíâàðèàíòîâ, îïèñàííîãî ìíîãîìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòå-

ìàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòÿìè; ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû â ôèçèêå, ìåäèöèíå, áèîëîãèè, õèìèè, ýêîíîìèêå è ò.ä; ìîãóò

ñëóæèòü ìàòåðèàëîì äëÿ ðàçðàáîòêè òåì ìàãèñòåðñêèõ ðàáîò è ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ.

24



ANNOTATION

of the thesis "Lie algebras and invariants for di�erential systems with projections on some

mathematical models", presented by Neagu Natalia for obtaining the Doctor degree in

Mathematics, specialty 111.02 - di�erential equations. The thesis was elaborated at

Tiraspol State University (Chi�sin�au) and presented for defense in 2017. The language

of the thesis is Romanian. It comprises 125 pages and has the following structure:

Introduction, 4 Chapters, General Conclusions and Recommendations, Bibliography with

73 References. Research outcomes were re�ected in 14 scienti�c works.

Keywords: polynomial di�erential system, ternary di�erential system of Darboux

(Lyapunov-Darboux) type, stability of unperturbed motion, Lie algebra, invariant,

comitant.

Field of study of the thesis: qualitative theory of dynamical systems, integrability

of polynomial di�erential systems, stability of unperturbed motion.

The purpose and objectives of the thesis are: to determinate the centro-a�ne

invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional and

ternary di�erential systems with polynomial nonlinearities; to investigate the critical and

noncritical cases for such systems; to study the integrability of ternary di�erential systems

of Darboux type and of Lyapunov-Darboux type.

Novelty and scienti�c originality. For the �rst time there were used the methods

of Lie algebras and of theory of algebraic invariants and comitants in study of stability of

unperturbed motion described by two-dimensional and ternary di�erential systems with

polynomial nonlinearities.

The main scienti�c problem solved consists in approaching of some di�erential

systems by Lie algebras and algebras of invariants, which contributed to obtain the centro-

a�ne invariant conditions of stability of unperturbed motion described by two-dimensional

and ternary di�erential systems with polynomial nonlinearities. This made possible to

apply the obtained results in future investigation of concrete mathematical models.

The signi�cance of theoretical and practical values of the work. The results

obtained in thesis are new and represent a new approach on the use of Lie algebras

and theory of algebraic invariants and comitants in study of stability of unperturbed

motion described by two-dimensional and ternary di�erential systems with polynomial

nonlinearities, the integrability of ternary di�erential systems on some invariant varieties.

Implementation of the scienti�c results. The obtained results can: be used

in further investigation of the theory of stability of unperturbed motion described by

multidimensional di�erential systems with polynomial nonlinearities using Lie algebras

and the theory of invariants; be used in the study of some mathematical models describing

processes from physics, medicine, biology, chemistry, economy, etc; serve as support for

Master thesis and for teaching courses at the university level.
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